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Mademoiselle  Anna  Sturni,  propriétaire  des  OEuvres  posthumes  de  son 
frère,  et  M.  Mallet-Bachelier,  éditeur,  se  réservent  le  droit  de  traduire  ou 
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AVERTISSEMENT 

DE   LA  PUEMIÉRE  ÉDITION   (1857; 


Vers  la  fin  de  sa  trop  courte  carrière,  M.  Sturm, 
cédant  aux  instances  de  ses  nombreux  amis,  s'était 
décidé  à  publier  ses  Cours  d' Analyse  et  de  Méca- 
nique. Mais  comme  l'état  de  sa  santé  ne  lui  permet- 
tait pas  de  se  livrer  aux  soins  multipliés  qu'exige 
l'impression  d'un  livre  de  science,  surtout  dans  une 
première  édition,  il  avait  bien  voulu  accepter  mes 
bons  offices  pour  la  révision  du  texte  et  la  correc- 
tion des  épreuves.  Élève  de  M.  Sturm,  honoré  en 
toutes  circonstances  de  ses  précieux  conseils  et  de 
son  bienveillant  appui,  j'avais  saisi  avec  empresse- 
ment cette  occasion  de  lui  témoigner  ma  reconnais- 
sance, lorsque  sa  mort  vint  interrompre  l'entreprise 
à  peine  commencée,  et  me  laissa  seul  chargé  d'un 
travail  que  j'aurais  été  si  heureux  d'accomplir  sous 
sa  direction. 

Je  dois  maintenant  à  la  mémoire  de  M.  Sturm 
d'entrer  dans  quelques  détails  sur  la  manière  dont 
j'ai  compris*  l'exécution  de  ses  dernières  volontés. 

Le  Cours  d'Analyse,  pour  ne  parler  que  de  l'ou- 
vrage dont  je  publie  aujourd'hui  le  premier  volume, 
est  la  reproduction  des  Leçons  faites  par  l'auteur  à 
l'Ecole  Polytechnique?,  et  rédigées  en  premier  lieu 


Vr  AVERTISSEMENT    DE    L\    PREMIÈRE    ÉDITION. 

par  quelques  élèves  de  cette  École.  Ces  rédactions 
rendaient  assez  fidèlement,  dans  leur  ensemble,  la 
pensée  de  M.  Sturm,  et  je  les  ai  reproduites  en  grande 
partie;  mais,  par  suite  de  la  rapidité  avec  laquelle 
elles  avaient  été  composées,  il  s'y  était  glissé  de  nom- 
breuses fautes  de  calcul  ou  de  langage,  qu'il  m'a  fallu 
faire  disparaître.  A  cet  effet,  je  me  suis  servi  des 
cahiers  de  M.  Sturm,  dans  lesquels  j'ai  trouvé  un 
programme  très-détaillé  de  son  Cours,  et  quelque- 
fois des  théories  entièrement  rédigées  par  lui;  j'ai 
profité  en  outre  des  corrections  ou  additions  qu'il 
avait  indiquées  en  marge  de  quelques  exemplaires 
des  feuilles  lithographiées.  Enfin,  conformément  à 
l'intention  clairement  manifestée  par  M.  Sturm,  j'ai 
supprimé  de  nombreuses  répétitions  indispensables 
dans  un  cours  oral,  mais  inutiles  dans  un  livre  où 
elles  peuvent  être  suppléées  par  des  renvois.  J'aurai 
atteint  le  but  de  ce  modeste  travail,  si  l'on  retrouve 
dans  le  texte  que  je  publie  les  qualités  qui  avaient 
fait  une  place  si  remarquable  à  M.  Sturm  parmi  les 
professeurs. 

E.  Prouhet. 


AVERTISSEMENT 

DE    LA    DEUXIÈME   ÉDIÏION. 


Le  texte  de  cette  nouvelle  éditioi)  a  été  soigneu- 
sement revu  et  amélioré  dans  une  multitude  d'en- 
droits par  une  comparaison  attentive  avec  les  ma- 
nuscrits de  l'auteur  et  les  divers  tirages  des  feuilles 
antographiées.  A  part  les  notions  sur  la  méthode 
infinitésimale,  reportées  de  la  cpiinzième  leçon  à  la 
première,  l'ordre  des  matières  est  resté  le  même. 
Chaque  leçon  est  suivie  d'un  certain  nombre  d'exer- 
cices tirés  des  papiers  de  Sturm  (note  I  de  l'ancienne 
édition),  ou  empruntées  à  l'excellent  ouvrage  de 
M.  Frenet  (*).  Enfin  quelques  notes  notivelles,  des- 
tinées à  compléter  certaines  parties  du  Cours,  seront 
ajoutées  à  la  fin  du  second  volume.  Nous  espérons 
que  sous  sa  forme  actuelle  l'ouvrage  de  Sturm  conti- 
nuera d'être,  comme  l'a  dit  M.  Brassinne,  «  un  guide 
excellent  pour  tous  ceux  qui  voudront  être  initiés  le 
mieux  et  le  plus  vite  possible  à  la  connaissance  de 
l'analyse  infinitésimale  {**).  » 

E.  P. 


(*)  Recueil  d' Exercices  sur  l' Analyse  infinitésimale,  par  M.  Frenet,  pro- 
fesseur à  la  Faculté  des  Sciences  dp  Lyon,  i85G,  in-S"  ;  librairie  Mallct- 
I5achelier. 

(**j  Bulletin  maihèmaliquc  de  Terqucm,  t.  III  (i8j;),  p.  6i. 


NOTICE 

SUR 

LA  VIE  ET  LES  TRAVAUX 

DE  M.  Ch.  STURM. 


Charles  Sturm  naquit  à  Genève,  alois  chef-lieu  du  dé- 
partement du  Léman,  le  6  vendémiaire  an  XII  (29  sep- 
tembre i8o3).  Sa  famille,  qui  appartenait  à  la  religion 
protestante,  était  originaire  de  Strasbourg  et  avait  quitté 
cette  ville  vers  1760.  Elle  comptait  probablement  parmi 
ses  ancêtres  deux  hommes  célèbres  au  xvi'^  siècle,  Jacques 
Sturm,  président  [stadt-meister)  de  la  république  de 
Strasbourg,  qui  se  distingua  dans  la  lutte  de  cette  ville 
contre  Charles-^uint,  et  Jean  Sturm,  humaniste,  diplo- 
mate, théologien,  dont  le  nom  se  trouve  mêlé  à  toutes 
les  querelles  littéraires,  politiques  et  religieuses  de  son 
époque. 

Le  jeune  Sturm  montra  de  bonne  heure  des  disposi- 
tions extraordinaires,  et  il  obtint  au  collège  de  nombreux 
succès  dans  toutes  les  parties  de  ses  études.  Il  apprit  avec 
une  égale  facilité  les  langues  anciennes  et  modernes,  la 
littérature,  l'histoire.  On  nous  a  même  rapporté  qu'à 
douze  ans  il  composait  des  vers  qui  décelaient  beaucoup 
d'imagination  et  de  sensibilité.  Mais  à  mesure  qu'il  avan- 
çait en  âge,  il  donnait  une  préférence  de  plus  en  plus 
marquée  aux  études  scientifiques. 


X  NOTICE. 

M.  Slurm  quitta  le  collège  en  1818  pour  suivre  les 
cours  plus  savants  de  l'Académie  de  Genève.  Il  y  eut  pour 
professeurs  MM.  ,T.-J.  Schaub,  le  colonel  (depuis  géné- 
ral) Dufour  et  Simon  Lliuiiier.  Ce  dernier,  géomètre 
éminent,  avait  pour  son  élève  une  vive  aflTection  et  se  plai- 
sait à  lui  prédire  un  brillant  avenir.  Il  eut  le  bonheur  de 
vivre  assez  longtemps  pour  voir  ses  prédictions  se  réaliser. 

En  1819,  un  grand  malheur  vint  frapper  M.  Sturm  et 
le  mettre  aux  prises  avec  les  nécessités  de  la  vie.  Son  père 
mourut  dans  la  force  de  l'àgc,  ne  laissant  aucune  fortune 
à  sa  veuve  et  à  quatre  enfants,  dont  Charles  était  l'aîné. 
Pour  venir  au  secours  de  sa  mère  qu'il  aimait  tendre- 
ment, M.  Slurm,  quoique  bien  jeune,  se  livra  à  l'en- 
seignement et  commença  par  donner  des  leçons  particu- 
lières. En  1823,  il  entra  comme  précepteur  dans  la  fa- 
mille de  Broglic,  où  il  fut  chargé  de  l'éducation  du  frère 
de  madame  de  Broglie,  fils  de  la  célèbre  madame  de  Staël. 
Il  demeura  quinze  mois  dans  cette  respectable  famille, 
dont  il  eut  beaucoup  à  se  louer. 

M.  Sturm  accompagna  son  élève  à  Paris,  vers  la  fin  de 
1823.  En  route,  il  lia  connaissance  avec  un  bibliothécaire 
de  Dijon  qui  conduisait  son  fils  à  l'École  Polytechnique. 
Ces  messieurs  étaient  des  lecteurs  assidus  du  Journal  de 
Gergoîinc,  où  M.  Sturm  avait  déjà  inséré  ([uelques  bons 
articles.  Quand  ils  apprirent  le  nom  de  leur  compagnon 
de  voyage,  ils  lui  firent  beaucoup  de  compliments  et  de 
politesses.  A  vingt  ans,  de  pareilles  rencontres,  premières 
joies  d'une  célébrité  naissante,  ont  un  cliarme  tout  par- 
ticulier qui  les  fait  compter  parmi  les  plus  grands  bon- 
heurs de  la  vie. 

M.  Sturm  aimait  à  se  rappeler  cette  époque.  Il  était 
alors  pauvre  et  presque  inconnu.  Mais  il  avait  la  con- 
science de  sa  force,  et  son  existence  modeste  était  em- 
bellie par  l'espéi'ance,  ce  bien  souvent  préférable  au  but 
le  plus  ardemment  poursuivi.  «  Je  suis  actuellement, 
écrivait-il  à  sa  mère,  en  relation  avec  des  hommes  très- 
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savants  et  très-distingués.  Il  faut  tâcher  de  m'élever  à  peu 
près  à  leur  niveau.  » 

Ce  premier  séjour  à  Paris  fut  de  courte  durée. 
M.  Slurm  y  revint  un  an  après  avec  son  ami  d'enfance, 
M.  Daniel  Colladon,  aujourd'hui  professeur  à  l'Académie 
de  Genève  et  physicien  distingué.  De  iSsS  à  1829,  les 
deux  amis  vécurent  ensemble,  mettant  en  commun  leurs 
travaux,  leurs  espérances,  leurs  joies  et  leurs  peines.  Le 
II  juin  1827,  une  haute  distinction  venait  récompenser 
leurs  efforts  :  ils  remportaient  le  grand  prix  de  Mathé- 
matiques proposé  par  l'Académie  pour  le  meilleur  Mé- 
moire sur  la  compression  des  liquides. 

M.  Sturm  était  venu  à  Paris  avec  urje  lettre  de  recom- 
mandation de  M.  Lhuilier  pour  M.  Gerono.  L'éminent 
professeur  accueillit  le  jeune  maihémaiicien  avec  une 
cordialité  dont  celui-ci  lui  a  toujours  gardé  une  profonde 
reconnaissance,  et  lui  procura  des  relations  utiles. 
MM.  Arago,  Ampère  et  Fourier  suivaient  avec  intérêt 
les  ti'avaux  de  M.  Stuiin  et  de  son  ami.  Je  n'ai  pas  be- 
soin de  dire  que  les  jeunes  savants  étaient  obligés  d'a- 
bandonner parfois  la  haute  théoiie  pour  des  occupations 
moins  relevées,  mais  plus  lucratives.  M.  Arago,  dont  la 
prévoyante  amitié  embrassait  tous  les  détails,  ne  laissait 
échapper  aucune  occasion  de  leur  envoyer  des  élèves. 

A  cette  époque,  M.  Fourier  réunissait  autour  de  lui 
quelques  jeunes  géomètres,  dont  la  réputation  commen- 
çait à  se  faire  jour  et  qui  ont  tenu  depuis  ce  qu'ils  pro- 
mettaient alors.  L'illustre  savant  les  initiait  à  ses  tra- 
vaux de  prédilection  et  les  entraînait  dans  la  route  où  il 
avait  fait  de  si  impoitantes  découvertes.,  M.  Sturm  subit 
l'heureuse  influence  de  ce  maître  vénéré,  dont  il  ne 
parlait  jamais  qu'avec  émotion.  Il  dirigea  ses  recherches 
vers  la  théorie  de  la  chaleur  et  l'analyse  algébrique.  C'est 
en  étudiant  les  propriétés  de  certaines  équations  différen- 
tielles qui  se  présentent  dans  un  grand  nombre  de  ques- 
tions de  physique  mathématique,  qu'il  trouva  son  célèbio 
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théorème.  Celle  découveile,  publiée  en   1829,  lit  sensa- 
tion et  plaça  son  auteur  au  rang  des  premiers  géomètres. 

M.  Sturm  aceueillit  avec  joie  la  révolution  de  Juillet 
dans  laquelle  il  crut  voir  l'avénemenl  définitif  d'une  sage 
liberté.  Cette  révolution  lui  fut  du  moins  favorable  en 
lui  permettant  d'entrer  dans  l'Instruction  publique,  dont 
sa  qualité  de  protestant  l'avait  éloigné  pendant  la  Restau- 
ration. La  haute  protection  de  M.  Arago  le  fit  nommer, 
à  la  fin  de  i83o,  professeur  de  Mathématiques  spéciales 
au  collège  Rollin. 

C'est  de  celle  époque  que  date  son  amitié  avec  M.  Liou- 
ville,  amitié  qui  a  duré  jusqu'à  sa  mort. 

Le  4  décembre  i834,  l'Académie  des  Sciences  l'honora 
du  grand  prix  de  Mathématiques,  qui  devait,  aux  termes 
du  progiamme,  être  décerné  à  l'auteur  de  la  découverte 
la  plus  importante  publiée  dans  les  trois  dernières  an- 
nées. Le  Mémoire  coui'onné,  déposé  au  Secrélariat  le 
3o  septembrre  i833,  était  relatif  à  la  théorie  des  équa- 
tions. 

En  i836,  M.  Sturm  fut  nommé  Membic  de  l'Acadé- 
mie des  Sciences,  en  remplacement  de  M.  Ampère,  par 
46  voix  sur  Sa  votants. 

Entré  à  l'École  Polytechnique  en  i838,  comme  répé- 
titeur d'Analyse,  M.  Sturm  devenait  deux  ans  plus  tard 
professeur  à  cette  école.  Dans  la  même  année  (1840),  pré- 
senté en  première  ligne  par  le  Conseil  académique  et  par 
la  Faculté  des  Sciences,  il  occupait  à  la  Sorbonne  la  chaire 
de  Mécanique  laissée  vacante  par  la  mort  de  Poisson. 

M.  Sturm  était,  en  outre,  officier  de  la  Légion  d'hon- 
neur (1847),  membre  de  la  Société  Philomathique,  des 
Académies  de  Berlin  (1 835)  et  de  Saint-Pétersbourg  (  1 836) , 
de  la  Société  Royale  de  Londres  (1840).  Cette  dernière  lui 
avait  décerné  la  médaille  de  Copley  pour  ses  travaux  sur 
les  équations. 

M.  Sturm  se  montrait  di^gne  de  tous  ces  honneurs  par 
son  zèle  à  remplir  ses  diverses  fonctions.  Doué  d'ime  con- 
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stilution  nalurellement  ibrie,  il  pouvait  compter  sur  une 
longue  carrière  et  de  nouveaux  succès.  Malheureusement, 
vers  i85i,  sa  santé  subit  une  altération  profonde  par 
suite  d'une  trop  forte  application  à  des  recherches  diffi- 
ciles, et  il  fut  obligé  de  se  faire  remplacer  à  la  Sorbonne 
et  à  l'Ecole  Polytechnique.  Il  reprit  ses  cours  à  la»fin  de 
iSSa,  mais  il  ne  se  rétablit  jamais  complètement.  Malgré 
les  soins  de  sa  famille  qui  retardèrent,  mais  ne  purent 
arrêter  les  progrès  du  mal,  il  succomba  le  i8  décem- 
bre i855,  à  l'âge  de  cinquante  et  un  ans. 

M.  Sturni  n'était  pas  seulement  un  homme  de  talent, 
c'était  aussi  un  homme  de  cœur,  bon  pour  sa  famille,  bon 
pour  ses  amis,  dont  le  nombre  était  grand.  «  J'ai  beaucoup 
d'amis,  ))  disait-il  avec  un  naïf  orgueil,  et  cette  parole,  qui 
cliez  tout  autre  aurait  passé  pour  une  exagération,  était  ri- 
goureusement vraie.  A  ceux  que  j'ai  déjà  cités  j'ajouterai, 
sans  prétendre  à  une  énumération  complète,  MM.  Lejeune- 
Dirichlet,  Ostrogradsky,  Brassinne,  Cassanac,  Catalan. 
M,  Faurie,  d'abord  élève,  devenu  ensuite  l'ami  intime  de 
M.  Sturm,  mérite  une  mention  spéciale  pour  le  dévoue- 
ment dont  il  a  fait  preuve  dans  les  circonstances  les  plus 
pénibles. 

Dans  sa  prospérité,  M.  Sturm  n'oubliait  pas  les  jours 
difficiles  et  le  généreux  appui  qu  il  avait  reçu  de  MM.  Am- 
père, Fourier,  Arago.  Il  se  plaisait  à  venir  en  aide  aux 
jeunes  gens  qui  débutaient  dans  la  carrière  des  sciences 
et  il  savait  les  obliger  avec  une  délicatesse  admirable. 

M.  Sturm  se  taisait  volontiers  avec  les  personnes  qu'il 
ne  connaissait  pas-,  mais  quand  sa  timidité  naturelle  était 
vaincue,  il  révélait  tout  le  charme  d'un  espint  fin  et  origi- 
nal .  Il  était  passionné  pour  la  musique  des  grands  maîtres, 
et  nous  tenons  de  lui  qu'à  une  époque  où  ses  ressources 
étaient  bien  faibles,  il  s'imposait  des  privations  afin  de 
pouvoir  entendre  les  chefs-d'œuvre  de  Rossini  et  de 
Meyerbeer. 

Comme   professeur,  M.  Sturrn  se  distinguait    par    la 
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clarté  et  la  ligueur.  On  lui  doit  beaucoup  de  démonstra- 
tions ingénieuses  qui,  répandues  par  ses  élèves,  ont  en- 
suite passé  dans  des  livres  dont  les  auteurs  ont  presque 
toujours  oublié  de  le  citer.  Mais  il  était  riche,  point  avare 
et  ne  réclamait  jamais.  «  En  ai-je  assez  perdu,  disait-il 
en  ria*it,  de  ces  petits  objets!  et  combien  peu  m'ont  été 
rapportés  par  d'honnêtes  ouvriers!  A  la  longue,  cepen- 
dant, le  total  peut  faire,  comme  on  dit,  une  perte  consé- 
quente. » 

Les  qualités  de  M.  Sturm  étaient  bien  appréciées  par  la 
jeunesse  intelligente  qui  suivait  ses  leçons.  «  On  admirait, 
dit  l'un  de  ses  élèves  (*)  (et  j'ajouterai  :  l'on  aimait),  cet 
homme  supérieur  s'étudiant  à  s'efïacer,  pénétrant  dans 
l'amphithéâtre  avec  une  timidité  excessive,  osant  à  peine 
regarder  sou  auditoire.  Aussi  le  plus  religieux  silence  ré- 
gnait-il pendant  ses  leçons,  et  on  pouvait  dire  de  lui 
comme  d'Andrieux,  qu'il  se  faisait  entendre  à  force  de  se 
faire  écouter,  tant  est  grande  l'influence  du  génie!  » 

Enfin,  pour  achever  de  faire  connaître  l'homme  érai- 
nent  que  nous  venons  de  perdre,  nous  citerons  encore  les 
paroles  touchantes  prononcées  sur  sa  tombe  par  M.  Liou- 
ville,  le  jeudi  20  décembre  i855. 

((   Messieurs, 

))  Le  géomètre  supérieur,  l'homme  excellent  dont  nous 
accompagnons  les  restes  mortels,  a  été  pour  moi,  pen- 
dant vingt-cinq  ans,  un  ami  dévoué;  et  par  la  bonté 
même  de  cette  amitié,  comme  par  les  traits  d'un  caractère 
naïf  uni  à  tant  de  profondeur,  il  me  rappelait  le  maître 
vénéré  qui  a  guidé  mes  premiers  pas  dans  la  carrière  des 
mathématiques,  l'illustre  Ampère. 

»  M.  Slurm  était  à  mes  yeux  un  second  Ampère  :  can- 
dide comme  lui,  insouciant  comme  lui  de  la  fortune  et  des 


f  ")  M.  Rc{;ray-Belniy,  nncien   éltNvo  de  l'Épole  Polytechnique.  Voir  le 
Siècle  (lu  3o  dprembre  iS.iS. 
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vanités  du  monde;  tous  deux  joignant  à  l'esprit  d'inven- 
tion une  instruction  encyclopédique;  négligés  ou  même 
dédaignés  parles  habiles  qui  cherchent  le  pouvoir,  mais 
exerçant  une  haute  influence  sur  la  jeunesse  des  écoles, 
que  le  génie  frappe 5  possédant  enfin,  sans  l'avoir  désiré, 
sans  le  savoir  peut-être,  une  immense  popularité. 

»  Prenez  au  hasard  un  des  candidats  à  notre  Ecole  Po- 
lytechnique, et  demandez-lui  ce  que  c'est  que  le  théorème 
de  M.  Sturm  :  vous  verrez  s'il  répondra!  La  question 
pourtant  n'a  jamais  été  exigée  par  aucun  programme  : 
elle  est  entrée  d'elle-même  dans  l'enseignement,  elle  s'est 
imposée  comme  autrefois  la  théorie  des  couples. 

»  Par  cette  découverte  capitale,  M.  Sturm  a  tout  à  la 
fois  simplifié  et  perfectionné,  en  les  enrichissant  do  résul- 
tats nouveaux,  les  éléments  d'Algèbre. 

))  Ce  magnifique  travail  a  surgi  comme  un  corollaire 
d'importantes  recherches  sur  la  Mécanique  analytique  et 
sur  la  Mécanique  céleste,  que  notice  confrère  a  données, 
par  extrait  seulement,  dans  le  Bulletin  des  Sciences  de 
M.  Férussac. 

;>  Deux  beaux  Mémoires  sur  la  discussion  des  équations 
difiérentielles  et  à  différences  partielles,  propres  aux 
grands  problèmes  de  la  Physique  mathématique,  ont  été 
du  moins  publiés  en  entier  grâce  à  mon  insistance,  a  La 
»  postérité  impartiale  les  placera  à  côté  des  plus  beaux 
»  Mémoires  de  Lagrange  »  (*).  Voilà  ce  que  j'ai  dit  et 
imprimé  il  y  a  vingt  ans,  et  ce  que  je  répète  sans  crain- 
dre qu'aujourd'hui  personne  vienne  me  reprocher  d'être 
trop  hardi. 

1)  M.  Sturm  a  été  le  collaborateur  de  M.  CoUadou  dans 
des  expériences  sur  la  compressibilité  des  liquides  que 
l'Académie  a  honorées  d'un  de  ses  grands  prix. 

("  )  M.  Liouville  s'exprimait  ainsi  dans  un  Mémoire  lu  à  l'Académie  des 
Sciences  le  i/j  décembre  i836,  et  cependant  M.  Sturm  élait  son  concurrent 
pour  la  place  vacante  par  le  décès  d'Ampère.  Un  pareil  l'ait,  assez  rare 
dans  l'histoire  des  luttes  académiques,  porte  avec  lui  son  éloge. 
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»  INous  lui  devons  un  travail  curieux  sur  la  vision,  un 
Mémoire  sur  l'Optique,  d'intéressantes  recherches  sur  la 
Mécanique,  et  en  particulier  un  théorème  remarquable 
sur  la  variation  que  la  force  vive  éprouve  lors  d'un  chan- 
gement brusque  dans  les  liaisons  d'un  système  en  mou- 
vement. Quelques  articles  sur  des  points  de  détail  ornent 
nos  recueils  scientifiques. 

»  Mais,  bien  qu'il  y  ait  de  quoi  suffire  à  plus  d'une  ré- 
putation dans  cet  ensemble  de  découvertes  solidement 
fondées  et  que  le  temps  respectera,  les  amis  de  notre  con- 
frère savent  que  M.  Sturm  est  loin  d'être  là  tout  entier, 
même  comme  géomètre.  Puissent  les  manuscrits  si  pré- 
cieux que  quelques-uns  de  nous  ont  entrevus  se  retrouver 
intacts  entre  les  mains  de  sa  famille!  En  les  publiant,  elle 
ne  déparera  pas  les  chefs-d'oeuvre  que  nous  avons  tant 
admirés. 

»  L'oi^iginalité  dans  les  idées,  et,  je  le  répèle,  la  soli- 
dité dans  l'exécution,  assurent  à  M.  Slurm  une  place  à 
part.  11  a  eu  de  plus  le  bonheur  de  rencontrer  une  de  ces 
vérités  destinées  à  traverser  les  siècles  sans  changer  de 
forme,  et  en  gardant  le  nom  de  l'inventeur,  comme  le 
cylindre  et  la  sphère  d'Archimède. 

»  Et  la  mort  est  venue  nous  l'enlever  dans  la  fleur  de 
l'âge!  Il  est  allé  rejoindre  Abel  et  Gallois,  Gôpel,  Eisen- 
stein,  Jacobi. 

»  Ah!  cher  ami,  ce  n'est  pas  toi  qu'il  faut  plaindre. 
Échappée  aux  angoisses  de  cette  vie  terrestre,  ton  âme 
immortelle  et  pure  habite  en  paix  dans  le  sein  de  Dieu, 
et  ton  nom  vivra  autant  que  la  science. 

))   Adieu,  Sturm,  adieu.   » 
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LISTE  BIBLIOGRAPHIQUE  DES  TRAVAUX  DE  M.  STURM. 


AKNALES    DE    MATHÉMATIQUES    DE    GERGOJNKE. 

1.  Tome  XIII  (1822-23),  page  289.  —  Extension  du 
problème  des  courbes  de  poursuite. 

Solution  d'une  question  proposée  par  le  rédacteur. 

2.  Ibid.,  p.  3 14.  —  Déterminer  en  fonction  des  côtes 
d'un  quadrilatère  inscrit  au  cercle  :  1"  l'angle  de  deux 
côtés  opposés^  2°  r angle  des  diagonales. 

3.  Tome  XIV  (1823-24),  p.  i3.  —Étant  donnés  trois 
points  et  un  plan,  trouver  dans  ce  plan  un  point  tel,  que 
la  somme  de  ses  distances  aux  trois  points  donnés  soit 
un  minimum. 

M.Sturin,  sans  résoudre  le  problème  par  des  formules 
explicites,  démontre,  à  l'aide  de  considérations  emprun- 
tées à  la  Mécanique,  plusieurs  propriétés  du  point  cher- 
ché. Il  généralise  ensuite  le  problème. 

4.  Ibid.,  p.  17.  —Démonstration  analytique  de  deux 
théorèmes  sur  la  lemniscate. 

Démonstration  de  deux  théorèmes  énoncés  par  M.  Tal- 
bot,  concernant  l'excès  fini  de  l'asymptote  d'une  hyper- 
bole équilatère  sur  le  quart  de  cette  courbe. 

5.  Ibid.,  p.  108.  —  Recherches  analytiques  sur  une 
classe  de  problèmes  de  Géométrie  dépendant  de  la  théo- 
rie des  maxima  et  des  minima. 

Maximum  et  minimum  d'une  fonction  des  dislances 
d'un  point  variable  à  d'autres  points  dont  les  uns  sont 
fixes,  les  autres  assujettis  à  se  trouver  sur  des  courbes  ou 
sur  des  surfaces  données. 

I.    1*'  édition.  I 


6.  Ibid. ,  p.  î>  25 .  —  Dômonslrolion  de  deux  théorèmes 
sur  les  transversales. 

7.  Jbid.^  p.  286.  — Lieu  des  points  desquels  abaissant 
des  perpendiculaires  sur  les  côtés  d^ufi  triangle  et  joi- 
gnant les  pieds  de  ces  perpendicidaires,  on  obtienne  un 
trianqle  d'aire  constante. 

8.  Ibid.,  p.  3o2.  —  Recherches  de  la  surface  courbe 
de  chacun  des  points  de  laquelle  menant  des  droites  à 
trois  points  fixes,  ces  droites  déterminent  sur  un  plan 
fixe  les  sommets  d'un  triangle  dont  l'aire  est  constante. 

9.  Ibid.,  p.  38 1 .  —  Courbure  d'un  fil  flexible  et  inex- 
tensible dont  les  extrémités  sont  fixes  et  dont  tous  les 
points  sont  attirés  et  repoussés  par  un  centre  fixe,  sui- 
\'ant  une  fonction  déterminée  de  la.  distance. 

10.  Ibid.,  p.  390.  — La  distance  entre  les  centres  des 
cercles  inscrit  et  circonscrit  à  un  triangle  est  moyenne 
proportioîinelle  entre  le  rayon  du  circonscrit  et  l'excès 
de  ce  rayon  sur  le  diamètre  de  V inscrit. 

11.  Tome  XV  (1824-25),  p.  100.  —  Démonstration  de 
quatre  théorèmes  sur  Vhyperbole. 

12.  Ibid.,  p.  2o5.   —  Recherches  sur  les  caustiques. 
Cas  où  la  ligne  réfléchissante  ou  séparatrice  de  deux 

milieux  est  une  circonférence.  Propriétés  des  ovales  de 
Descartes. 

Ce  Mémoires  est  le  seid  morceau  de  Géométrie  que  nous 
ait  laissé  M.  Sturni  et  montre  ce  qu'il  aurait  pu  faire 
dans  ce  genre  s'il  l'avait  cultivé. 

13.  Ibid.,  p.  25o.  —  Théorèmes  sur  les  polygones  ré- 
guliers. 

Démonstration  et  généralisation  d'un  théorème  de 
Lhuilier. 

14.  Ibid..,  p.  309.  —  Recherches  analytiques  sur  les 
polygones  rectilignes  plans  ou  gauches. 
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13.  Ibid.,  p.  2.58.  — -  Recherches  d  analyse  sur  les 
caustiques  planes. 

Relations  entre  les  longueurs  des  rayons  incidents  et 
réfractés  correspondants,  prises,  l'une  et  l'autre,  depuis 
le  point  d'incidence  jusqu'à  ceux  où  ces  rayons  touchent 
leurs  caustiques  respectives.  Rectification  des  caustiques 
planes. 

16.  Tome  XVI  (1825-26'),  p.  265.  —  Mémoire  sur  les 
lignes  du  second  ordre.  (Première  partie.) 

'  Propriétés  des  coniques  qui  ont  quatre  points  com- 
muns. Pôles  et  polaires.  Théorèmes  de  Pascal  et  de  Brian- 
clion. 

17.  Tome  XVII  (1826-27),  p.  i  j3.  —  3Ié moire  sur  les 
lignes  du  second  ordre.  (Deuxième  partie.) 

On  y  trouve  les  deux  théorèmes  suivants  qui  sont  une 
généralisation  de  celui  de  Desargues  : 

Quand  deux  coniques  sont  circonscrites  à  un  quadri- 
latère, si  l'on  tire  une  transi^ersale  quelconque  qui  ren- 
contre cette  courbe  en  quatre  points  et  deux  côtés  op- 
posés du  quadrilatère  en  deux  autres  points,  ces  six 
points  sont  en  involution. 

Quand  trois  coniques  sont  circonscrites  à  un  même 
quadrilatère,  une  transversale  quelconque  les  rencontre 
en  six  points  qui  sont  en  inuolution. 

BULLETIN    DES    SCIEISCES    DE    FÉUUSSAC. 

M.  Sturm  a  rédigé  en  1829  et  i83o  la  partie  mathé- 
matique de  ce  Bulletin. 

18.  Tome  XI  (1829),  p.  ^ig.  — Analyse  d'un  Mé- 
moire sur  la  résolution  des  équations  numériques.  (Lu  à 
l'Académie  des  Sciences  le  i3  tuai  1829.) 

Ce  Mémoire  contient  le  célèbre  théorème  de  M.  Sturm. 
La  démonstration  en  a  paru  pour  la  première  fois  dans 
V  Algèbre  àe^M .  Choquet  et  Mayer  [i'"'  édition,  i832). 
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M.  Slurm  a  donné  dans  le  même  ouvrage  une  démonsli'a- 
lion,  plus  simple  que  celle  de  M.  Caucliy,  du  théorème 
que  toute  équation  algébrique  a  une  racine. 

Voici  comment  M.  Sturm  parle  de  ses  obligations  en- 
vers M.  Fourier  :  «  L'ouvrage  qui  doit  renfermer  l'en- 
semble de  ses  travaux  sur  l'analyse  algébrique  n'a  pas 
encore  été  publié.  Une  partie  du  manuscrit  qui  contient 
ces  précieuses  reclierclies  a  été  communiquée  à  quelques 
personnes.  M.  Fourier  a  bien  voulu  m'en  accorder  la 
lecture,  et  j'ai  pu  l'étudier  à  loisir.  Je  déclare  donc  que 
j'ai  eu  pleine  connaissance  de  ceux  des  travaux  inédits  de 
M.  Fourier  qui  se  rapportent  à  la  résolution  des  équa- 
tions, et  je  saisis  cette  occasion  de  lui  témoigner  la  recon- 
naissance dont  ses  bontés  m'ont  pénétré.  C'est  en  ra'ap- 
puyant  sur  les  principes  qu'il  a  posés  et  en  imitant  ses 
démonstrations  que  j'ai  trouvé  les  nouveaux  théorèmes 
que  je  vais  énoncer.  » 

19.  Ihid.,  p.  4^2.  —  Extrait  dun  Mémoire  présenté 
àV Académie  des  Sciences  [i""^ ymn  1829). 

Extension  du  théorème  de  Fourier  et  de  celui  de  Des- 
cartes aux  équations  de  la  forme 

Kx""-  -\-Y>x'^  +. .  .  =  0, 

dans  lesquelles  a,  (3,  y,.  .  .   sont  des  nombres  réels  quel- 
conques. 

A  la  fin  de  cet  extrait,  M.  Sturm  énonce  quelques  théo- 
rèmes relatifs  au  mouvement  de  la  chaleur  dans  une 
sphère  ou  dans  une  barre.  Ils  devaient  faire  partie  d'un 
Mémoire  qui  paraît  n'avoir  jamais  été  rédigé.  M.  Liou- 
ville  les  a  démontiés  très-simplement  dans  son  Cours  du 
Collège  de  France  (2''  semestre  i856).  Ce  Cours,  consa- 
cré à  l'analyse  des  travaux  de  M.  Sturm,  nous  a  été  très- 
utile  pour  la  composition  de  celte  Notice. 

20.   Ibid.,  p.   273.  —  Note  présentée  à  V Académie 

{8    uin  1829). 
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Réalité  clos  racines  de  certaines  équations  transcen- 
dantes. Sur  les  coefficients  des  séries  qui  représentent 
une  fonction  arbitraire  eulre  des  limites  données. 

Celte  Note  a  été  refondue  dans  d'aulres  travaux  de 
l'auteur. 

21.  Tome  XII  (1829),  p.  3 14.  — Extrait  (Vun  Mé- 
moire sur  V  intégration  d^un  système  cV équations  diffé- 
rentielles linéaires.  (Présenté  à  l'Académie  des  Sciences 
le  in  juillet  1899.) 

-  Elude  des  racines  des  équations  qui  se  présentent  dans 
l'intégration  d'un  système  d'équations  linéaires.  Nombre 
de  ces  racines  comprises  entre  deux  limites  données. 

Cet  extrait,  fort  étendu,  peut  tenir  lieu  du  Mémoire 
lui-même.  Dans  une  note,  l'auteur  avertit  que  les  con- 
clusions d'un  Mémoire  précédfMit  [voir  plusbaut,  n°  19) 
s'étendent  à  un  grand  nombre  d'équations  transcen- 
dantes. 

JOURKAL    DE    M.     LIOUVILLE. 

22.  Tome  I  (i836),  p.  106.  —  Mémoire  sur  les  équa- 
tions différentielles  linéaires  du  second  ordre.  (Lu  à 
l'Académie  des  Sciences  le  3o  septembre  i833.) 

Très -beau  Mémoire  dans  lequel  les  propriétés  des 
fonctions  qui  satisfont  à  une  équation  diflerenlielle  sont 
étudiées  sur  cette  équation  même. 

Une  analyse  de  ce  Mémoire  a  paru  dans  le  journal 
r Institut  du  g  novembre  i833.  Le  jnême  journal,  dans 
le  numéro  du  3o  novembre,  contient  une  Note  de 
M.  Sturm,  qui  complète  sa  théorie. 

23.  Ibid.,  p.  2^78.  —  Démonstration  d'un  théorème 
de  M.  Cauchj.  (En  commun  avec  M.  Liouville.) 

Théorème  sur  le  nombre  des  points-racines  renfermés 
dans  un  contour  donné. 

24.  Ibid.^  p.  290. — yéutres  démonstrations  du  même 
théorème. 
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25.   IbicL,  p.  S'jà.  —  Sur  iniv  classe   <rê(juaUotis  à 
dijjérentielles  partielles. 
Equations  de  la  forme 

du  \       <i.TJ 

—  lu. 


dt  dx 


Complémeiit  du  Mémoire  n"  22. 

(/^o//" aussi  Comptes  rendus,  t.  IV,  p.  35.) 

26.  Tome  II,  p.  220.  — Extrait  d'u/i  Mémoire  sur  le 
déueloppemeyit  des  Jonctions  en  séries,  etc.  (En  commun 
avec  M.  Li  ou  ville.) 

[Poir  aussi  Comptes  rendus,  t.  IV,  p.  6^5.) 

27.  Tome  TII,  p.  35  j.  —  Mémoire  sur  V optique. 
Surfaces  caustiques  formées  par  des  rayons  lumineux 

émanés  d'un  point  et  qui  éprouvent  une  suite  de  réfrac- 
tions ou  de  réflexions. 

28.  Tome  VJ,  p.  3i5.  —  Note  à  l'occasion  d'un  ar- 
ticle de  M.  Delaunaj  sur  la  surface  de  résolution  dont 
la  courbure  moyenne  est  constante. 

29.  Tome  VII,  p.  182.  —  Note  à  l'occasion  d'un  ar- 
ticle de  M.  Gascheau  sur  f  application  du  théorème  de 
M.  Sturm  aux  transformées  des  équations  binômes. 

30.  Ibid.,  p.  345.  —  Note  sur  un  théorème  de 
M.  Chasles. 

Démonstration  nouvelle  de  ce  théorème  :  Un  canal  in- 
finiment petit,  dont  les  arêtes  curvilignes  sont  des  trajec- 
toires orthogonales  aux  surfaces  de  niveau  relatives  à  un 
corps  quelconque,  intercepte  sur  les  surfaces  de  niveau 
des  éléments  pour  lesquels  l'attraction  excercée  par  le 
corps  a  la  même  valeur. 

31.  Ibid.,  p.  356.  —  Démonstration  d'un  théorème 
d'Algèbre  de  M.  Sjlvester. 

Ce  beau  théorème  complète  celui  de  M.  Sturm  en  faisant 
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connaître  la  manière  donl  les  ditl'érents  restes  .se  com- 
posent avec  les  tactenrs  simples  de  l'équation  proposée. 

COMPTES     RENDUS    DE    l'acADÉMIE    DES    SCIEKCES. 

32.  Tome  IV,  p.  y^o.  —  J\'ote  su/-  un  ihéorème  de 
M.  Cauchjr  relatif  aux  raciiies  des  équations  simulta- 
nées. (En  commun  avec  M.  Liouville.) 

■  33.  Tome  V,  p.  867.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de 
M.  Braisais  concernant  les  lignes  formées  dans  un  plan 
par  des  points  dont  les  coordonnées  sont  des  nombres 
entiers. 

34.  Tome  VII,  p.  ii4>^'  —  Rapport  sur  deux  Mé- 
moires de  M.  Blancliet  relatifs  à  la  propagation  et  à  la 
polarisation  du  mouvement  dans  un  milieu  élastique. 

35.  Tome  Mil,  p.  788.  —  JVote  relative  à  des  remar- 
ques critiques  sur  les  travaux  de  M.  Liouville  contenues 
dans  un  Mémoire  de  M.  Lihri. 

36.  Tome  XIII,  p.  1046. — Mémoire  sur  quelques  pro- 
positions de  Mécanique  rationnelle . 

«  Si  les  liaisons  d'un  système  de  points  matériels  eji 
mouvement  sont  changées  dans  un  intervalle  de  temps 
très-court,  la  somme  des  forces  vives  acquises  avant  cet 
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Les  autres  papiers  de  M.  Sturm  contiennent  des  cal- 
culs relatifs  à  des  Mémoires  déjà  publiés,  à  des  extraits 
de  ses  lectures,  et  enfin  à  des  recherches  particulières  sur 
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les  équations.  La  plupart  de  ces  calculs  n'étant  accom- 
pagnés d'aucun  discours,  il  est  très-difficile  de  suivre  la 
pensée  de  l'auteur.  On  donnera  des  extraits  de  ce  qu'une 
patiente  investigation  y  fera  découvrir  d'intéressant. 
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46.  Cours  de  Mécanique  de  l  Ecole  Polytechnique. 
Paris,  1861,  2  vol  in-8°. 
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NOTIONS    SUR    LES    FONCTIONS    D  UNE    OU    DE    PLUSIEURS 
VARIABLES. 

1.  Avant  d'exposer  le  but  et  les  principes  du  calcul 
différentiel,  il  est  nécessaire  d'établir  quelques  notions 
préliminaires. 

On  appelle  iiariahle  une  quantité  qui  prend  successi- 
vement différentes  valeurs,  et  constante  celle  qui  con- 
serve une  valeur  fixe  dans  le  cours  d'un  même  calcul.  La 
nature  de  la  question  dont  on  s'occupe  indique  quelles 
sont  les  quantités  variables  et  les  constantes. 

2.  Quand  les  valeurs  successives  d'une  quantité  va- 
riable dépendent,  suivant  une  certaine  loi,  de  celles  que 
prend  une  autre  variable,  la  première  est  dite  \xx\e  fonc- 
tion de  la  seconde.  On  peut  affirmer  que  deux  quantités 
qui  varient  ensemble  sont  fonctions  l'une  de  l'autre,  lors- 
qu'on sait  qu'à  chaque  valeur  de  l'une  d'elles  correspond 
une  valeur  déterminée  de  Fau^tre,  quand  même  la  rela- 
tion qui  existe  entre  elles  ne  serait  pas  connue  ni  même 
susceptible  d'être  e^îprimée  analytiquenient. 
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3.  On  iionime  variable  indépendaïUe  celle  à  laquelle 
on  donne  des  valeurs  arbitraires,  ç.V  fonction  la  variable 
qui  prend  des  valeurs  correspondantes.  Ainsi  l'aire  d'un 
cercle,  d'une  sphère,  est  fonction  de  son  rayon;  le  temps 
de  l'oscillation  d'un  pendule  est  fonction  de  sa  longueur. 

Une  quantité  peut  être  fonction  de  plusieurs  variables 
indépendantes  5  par  exemple  ,  le  volume  d'un  cylindre 
droit  à  base  circulaire  est  fonction  de  sa  hauteur  et  du 
rayon  de  sa  base. 

Les  quantités  variables  sont  ordinairement  représentées 
par  les  dernières  lettres  de  l'alphabet  x^  j',  z,  etc.  ;  les 
constantes  le  sont  par  les  premières  a,  è,  c,  etc. 

Quand  on  veut  indiquer  ditïërentes  fonctions  d'une  va- 
riable .r,  sans  en  spécifier  la  nature,  on  emploie  les  sym- 
bolesy(a:),  '^  (a:),  F  (a:), ....  Si  l'on  donne  à  x  une  va- 
leur particulière  a,  le  résultat  de  la  substitution  de  a  à  la 
place  de  x  dans^' (x)  est  indiqué  pary(a). 

On  représente  les  fonctions  de  plusieurs  variables  par 

les  notationsy(x,  j,  ^),  '^[x,  y,  z),  F(x,  j,  z), 

On  indique  par/ («,  &,c),  (})(a,  è,  c),  F  (a,  ô,  c),...  les 
résultais  que  l'on  obtient  lorsqu'on  met  a,  b^  c  k  la  place 
de  x,j,  z  dans  ces  fonctions. 

4.  Une  fonction  d'une  seule  vaiiable  peut  être  repré- 
sentée géométriquement. 

Il  suffit  pour  cela  de  considérer  la  variable  indépen- 
dante X  comme  une  abscisse  et  la  fonction  j^  comme  For- 
donnée  correspondante  <le  la  courbe  plane  définie  par 
l'équation 

Ordinairement  celte  courbe  est  continue,  c'est-à-dire 
que,  pour  des  valeurs  de  x  qui  varient  par  degrés  insen- 
sibles, l'ordonnée  varie  aussi  par  degrés  insensibles  5  j)^ 
est  alors  \xne  fonction  continue  de  x. 

On  peut  de  même  représenter  par  une  surface  une 
fonction  de  deux  variables  indépendantes  ;  mais  une  fonc- 
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lion  de  trois,  de  quatre,  ou  d'un  plus  grand  nombre  de 
variables  indépendantes,  n'est  pas  susceptible  d'une  re- 
présentation géométrique. 

5.  On  dit  qu'une  lonclion  est  explicite  quand  elle  est 
exprimée  immédiatement  au  moyen  de  la  variable  ou  des 
variables  dont  elle  dépend,  de  sorte  qu'on  peut  obtenir  sa 
valeur  en  effectuant  sur  ces  variables  certaines  opérations 
indiquées  avec  précision.  Ainsi 


sont  des  fonctions  explicites  de  x. 

On  nomme  fonctions  implicites  celles  qui  sont  liées  aux 
variables  dont  elles  dépendent  par  des  équations  non  ré- 
solues, ou  par  des  conditions  quelconques  qi>i  ne  sont  pas 
exprimées  analytiquement;  telle  est  7  dans  l'équation 

y  -  —  -iXY  -}-  2.x-  —  «^  =  o. 

La  fonction  deviendra  explicite  si  l'on  tire  sa  valeur  de 
l'équation,  et  l'on  aura 

y  =r  .1-  dz  \à-  —  x-. 
MÉTHODE    DES    LIMITES. 

6.  Quand  les  valeurs  successives  d'une  quantité  va- 
riable approchent  indéfiniment  d'une  qviantité  fixe  et  dé- 
terminée, de  manière  à  n'en  différer  qu  aussi  peu  quon 
voudra,  cette  quantité  fixe  est  appelée  la  limite  des  va- 
leurs de  la  variable.  Citons  quelques  exemples. 

La  surface  d'un  cercle  est  la  limite  vers  laquelle  ten- 
dent les  aires  d'une  suite  de  polygones  réguliers  inscrits, 
quand  le  nombre  de  leurs  côtés  devient  de  plus  en  plus 
grand.  En  effet,  on  démontre  en  Géométrie  que  l'aire 
d'un  polygone  régulier  inscrit  dans  un  cercle  peut  diiiërer 
de  l'aire  de  ce  cercle  d'une  quantité  aussi  petite  que  l'on 
voudra  ,  pourvu  que  le  nombre  des  côtés  soit  suffisam- 
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ment  grand.  11  faut  bien  remarquer  qu'il  n'est  pas  néces- 
saire pour  cela  de  démontrer  que  l'aire  du  polygone 
régulier  inscrit  va  constamment  en  augmentant  avec  le 
nombre  de  ses  côtés. 

De  même,  si  l'on  considère  un  arc  et  son  sinus,  le  rap- 
port   »  toujours  plus  petit  que  l'unité,  peut  en  diflerer 

d'aussi  peu  qu'on  le  voudra,  pourvu  que  l'on  donne  à 
l'arc  des  valeurs  suffisamment  petites.  Donc  la  limite  de 

est  l'unité,  quand  x  décroit  indéfiniment. 

.7? 

On   remarquera  bien    encore   qu'il    n'est  pas  néces- 
saire   de  démontrer,  et    même   on  ne   le   démontre  pas 

,.      .                            1                     sin  X 
ordinairement,   que   le   rapport  va  en  augmentant 

continuellement  quand  x.,  plus  petit  qu'un  quadrant, 
diminue  indéfiniment. 

7.  Les  fonctions  qui  se  présentent  sous  la  forme  -^ipour 

une  certaine  valeur  de  la  variable,  ont  souvent  des  limites. 

111                    sin  a:  .    j 

Nous  en  avons  un  exemple  dans  le  rapport -,  qui  de- 
vient- pour  X  =  o,  et  qui  a  pour  limite  l'unité.  De  même 

l'expression 

x"'  —  a' 

■^  ,r^  —  a' 

prend,  pour  x  =^  a.  h  forme  -•  Toutefois,  si  Ton  donne 

à  X  des  valeurs  différentes  dea,  mais  qui  s'en  approchent 
successivement,  les  valeurs  dejsont  déterminées  et  égales 
d'ailleurs  aux  valeurs  de  l'expression 


x--\-a 
Or,  à  mesure  que  x  s'approche  de  plus  en  plus  de  a,  cette 
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dernière  expression  ditïère  de  moins  en  moins  de 

3  a  a 

ia  —  —      ou      — 

2  2 


La  limite  des  valeurs  dej  est  donc  - 


8.  Une  quantité  variable  peut  s'approcher  indétini- 
ment  d'une  limite  en  restant  toujours  plus  petite  ou  tou- 
jours plus  grande  que  cette  limite;  mais  il  peut  se  faire 
qu'une  quantité  variable  devienne  alternativement  plus 
grande  et  plus  petite  que  la  limite  vers  laquelle  elle  tend, 
en  oscillant,  pour  ainsi  dire,  de  part  et  d'autre. 

sin  -^ 
Ainsi  le  rapport tend  vers  zéro  quand  x  croit  in- 
définiment. En  même  temps,  toutes  les  fois  que  x  devient 

sin  X 
égal  à  un  multiple  de  la  demi-circonférence,  de- 
vient Oj  et  change  de  signe. 

9.  Si  deux  quantités  qui  varient  simultanément  res- 
tent constamment  égales  entre  elles,  dans  tous  les  états 
de  grandeur  par  lesquels  elles  passent,  et  si  l'on  sait  que 
Vune  d^ elles  tend  vers  une  limite,  il  est  évident  que 
Vautre  tend  aussi  vers  la  même  limite  ou  vers  une  limite 
égale  à  celle-là.  C  est  là  le  principe  de  la  méthode  des 
limites  dont  on  fait  un  si  grand  usage  dans  toutes  les 
parties  des  mathématiques. 

Ainsi,  veut-on  prouver  que  le  cercle  a  pour  mesure  le 
produit  de  sa  circonférence  par  la  moitié  de  son  rayon; 
en  désignant  respectivement  par  a,  /j>,  /•,  l'aire,  le  péri- 
mètre et  l'apothème  d'un  polygone  régulier  inscrit  dans 
le  cercle,  on  a 

I 

a^pX-r; 

I  ,  .    ,         .        .  , 

or  a  eip  X  -  r  sont  des  quantités  qui  varient  avec  le  nom- 
bre des  côtés,  mais  qui  restent  tou]Ouis  égales  entre  elles  ; 
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leurs  limites  sont  donc  égales.  Si  A,  C,  R  désignent  res- 
pectivement l'aire,  la  circonférence  et  le  rayon  du  cercle, 
A  est  la  limite  de  «,  C  celle  de  p  et  R  celle  de  /■  :  donc 


A  =  CX  -R. 

2 


METHODE     INFIJNITESIMAEE. 


10.  Lorsqu'une  quantité  variable  prend  des  valeurs  de 
plus  en  plus  petites,  de  manière  qu'elle  puisse  devenir 
moindre  que  toute  quantité  donnée,  on  dit  qu'elle  de- 
vient infiniment  petite.  Ainsi  la  dififérence  entre  l'aire 
d'un  cercle  et  celle  d'un  polygone  inscrit  peut  être  rendue 
infiniment  petite,  en  augmentant  le  nombre  des  côtés.  La 

fraction devient  infiniment  petite  quand  x 

.r-  —  2U.  -f-  o  *-  '■ 

prend  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes. 

Une  quantité  infiniment  petite  ou  un  infiniment  petit 
n'est  donc  pas  une  quantité  déterminée,  qui  ait  une  valeur 
actuelle  assignable  :  c'est  au  contraire  une  quantité  es- 
sentiellement variable  qui  a  pour  limite  zéro. 

11.  Quand  une  variable  prend  des  valeurs  de  plus  en 
plus  grandes,  de  manière  qu'elle  puisse  surpasser  toute 
grandeur  donnée,  on  dit  qu'elle  devient  infinie  ou  infini- 
ment grande,  et  on  la  représente  aloi^s  par  le  signe  oo 

ou  —  Ainsi  la  fonction 
o 


devient  infinie  pour  x  =  <7. 

Pour  des  valeurs  de  x  très-peu  dilïérentes  de  rt,  mais 
plus  grandes  que  «,  les  valeurs  correspondantes  dey  sont 
positives,  tandis  que,  pour  des  valeurs  de  x  plus  petites 
que  «,  les  valeurs  de  y  sont  négatives.  L'infini  est»  donc 
positif  ou  négatif,  suivant  les  cas. 

12.  Les  infiniment  petits  sont  des  auxiliaires  (pii  ser- 
vent à  rendre  j)lus  aisé  le  calcul  des  quantités  finies.  Leur 


PREMIÈRE   LEÇON.  7 

emploi  donne  lieu  à  la  résolution  fréquente  de  ces  deux 
problèmes  :  i°  deux  injiniment  petits  dépendant  Vun 
de  Vautre,  troui^er  la  limite  de  leur  rapport^  "iP  trou- 
ver la  limite  d\me  somme  d' injiniment  petits  dont  le 
nombre  augmente  indéfiniment. 

La  solution  de  ces  problèmes  est  simplifiée  dans  un 
grand  nombre  de  cas  par  les  deux  théorèmes  suivants  : 

13.  Théorème  I.  —  La  limite  du  rapport  de  deux 
quantités  injiniment  petites  n  est  pas  changée  quand  on 
remplace  ces  quantités  par  d^ autres  qui  ne  leur  sont  pas 
égales^  mais  qui  ont  avec  elles  des  rapports  tendant 
vers  r unité. 

Soient  a  et  (3  deux  quantités  infiniment  petites  \  a'  et  [3' 
d'autres    quantités   telles,   que  les   limites   des   rapports 

—  5   ry  soient  égales  à  l'unité.  On  aura  identiquement 

a       P 


d'où  l'on  tire 


iim  - 

8 


On  aura  de  même 


d'( 


doi 


lui)  —  =  lim 


lim  - 


^•'•'"y^ 

"•"F- 

p  "p'' 

P'  ,-  '-■' 

lim  —  =  lim 

a' 
P'' 

14.   On  peut  encore  présenter  la  démonstration  de  ce 
théorème  comme  il  suit  : 

Puisque  —   a  pour  limite  l'unité,  si  l'on  pose 

«'  =  a  -f-  5, 
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on  aui'9 

a'  o" 

—  =  1  +-, 
a  a 

et  -  devra  tendre  vers  zéro,  ce  que  l'on  exprime  en  disant 

que  â  est  infiniment  petit  par  rapport  à  a. 
On  aura  de  même 


par  suite 


=  I 

y. 

y. 

1  H — 
y. 

P' 

S' 

P,  .  §      S'  r     •         ^ 

Donc,  puisque  -  et  —  ont  pour  limite  zéro,  on  aura 

a        jî 


d'où 


lim— -lim^  :=  I, 
p  a 


lim  —,  =  lim  -• 

P'  P 


Ce  nouveau  point  de  vue  donne  lieu  à  cet  autre 
énoncé  : 

La  limite  du  rapport  de  deux  infiniment  petits  ne 
change  pas  quand  on  les  remplace  par  d'autres  qui  en 
diffèrent  d\ine  quantité  infiniment  petite  par  rapporta 
eux. 

Exemples.   On  aura,  pour  x  =  o, 

i"        lim =  lim =  lim  cos^  =  i  , 

tangx  taugx 

,.      sinix        ,.      IX        1 
7."       hm  —  lim^r— =  -, 

SJnJ.7;  Sx        5 

„„       ,.       sinx-  X 

i"       iim    ■   ^„      =  lim =  c»  . 

sinM.r  gx' 
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15.  Théorème  II.  —  La  limite  d\ine  somme  d'injlni- 
ment  petits  ne  change  pas  quand  on  les  remplace  par 
d^ autres  dont  les  rapports  aux  premiers  ont  respective- 
ment pour  limite  V unité  ou  qui  différent  des  premiers  de 
quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  eux. 

Soient  a,  a',  a" , .  .  .  des  infiniment  petits  qui  se  suc- 
cèdent d'après  une  loi  déterminée  et  doat  le  nombre  aug- 
mente de  plus  en  plus.  Désignons  par  S  leur  somme,  et 
supposons  que  cette  somme  ait  une  limite  finie.  Soient 
-|3,  (3',  jS", .  .  .  ;  e,  s',  e", .  .  .  des  infiniment  petits  tels,  que 
l'on  ait 

P=aH-aî,       j^'=a'  +  a'e',      fi"  =  a"  +  a'^s",  .  .  .  , 

on  aura 

,S  +  p'  -h  p"  -}-  .  .  .  =  S  +  a.-  +  a'z'  +  y."z"  +  .  .  .  . 

Or,  si  y;  est  la  plus  grande  des  quantités  s,  s',  s '',...,  on 
aura,  en  valeur  absolue, 

ae  +  a'£'H-  o," z"  +  .  .  .<Sy5, 

et  comme  r,  a  pour  limite  zéro,  il  en  résulte 

lim  (ae  -I-  a's'  H-  a"  s"  H-  .  .  .  )  =  o  , 
et  par  conséquent 

lim(p+p'  +  p"-|-...)  =8, 
ce  qu'il  fallait  démontrer.  » 

16.  L'égalité 

lim  (a£  +  a's' +  a"£" -+-.  .  .)  =  o 

donne  lieu  à  ce  tbéorème  :  Si  une  somme  d 'infiniment 
petits^  dont  le  nombre  augmente  indéfiniment^  a  une 
limite fimie^  la  somme  des  produits  obteTius  en  les  multi- 
pliant respectivement  par  d\iutres  infiniment  petits 
aura  pour  limite  zéro. 

Par  exemple,  considérons  l'aire  comprise  entre  la 
courbe  plane  CD,  l'axe  des  x  et  les  deux  coordonnées  CA 
et  DR.  Imaginons  que  Ton  partage  Alî  en  parties  de  plus 
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en  plus  petites,  telles  que  PP',  suivant  une  loi  quel- 
conque, mais  de  manière  toute- 
fois que  chacune  de  ces  parties 
tende  vers  o.  Je  dis  que  la  somme 
des  rectangles  tels  que  MIM'K, 
construits  avec  la  différence  de 
deux  ordonnées  consécutives  ot 

l'intervalle  PP',  a  pour  limite  zéro. 
On  a,  en  effet, 


1 


PP'  =  AB 


et 


y  MIM'K 


:  2  PP' .  KM  ; 


et  comme  Kl  est  une  quantité  infiniment  petite,  ou  aura, 
on  appliquant  le  théorème  précédent, 


MIM'K  =  o. 


DIFFERErvTS    ORDRES    D  INFINIMENT    PETITS. 

17.  Quand  on  considère  des  infiniment  petits  qui  dé- 
pendent les  uns  des  autres,  on  en  prend  un  en  particulier 
qu'on  nomme  infiniment  petit  principal^  et  auquel  on 
rapporte  les  autres  comme  à  un  terme  de  comparaison. 
On  appelle  alors  infiniment  petits  du  premier  ordre  tous 
ceux  dont  les  rapports  à  l'infiniment  petit  principal  ont 
des  limites  finies  5  infiniment  petits  du  second  ordre  ceux 
dont  les  rapports  aux  infiniment  petits  du  premier  ordre 
sont  des  infiniment  petits  du  premier  ordre,  et  ainsi  de 
suite. 

D'après  cela,  si  a  est  un  infiniment  petit  du  premier 
ordre,  tout  autre  infiniment  petit  de  cet  ordre  sera  de  la 
forme  a  (/;>  -i-|S),  p  étant  fini  et  (3  infiniment  petit.  Et 
en  général  c/."  [p-\-^)  représentera  un  infiniment  petit 
de  l'ordre  de  //,. 

Exemples.   Si  l'arc  x  est  du  premier  ordre,  ûi\x  sera 
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,  .  1  .  sinx  |,     . 

du  premier  ordre,  puisque a  pour  limite  i  ;  i  —  cosa: 

sera  du  second  ordre^  puisque  i  —  cosj:  =  asin-  jx. 

Les  théorèmes  I  et  II  (n°^  13  et  15)  peuvent  s'énoncer 
ainsi  : 

Quand  on  cherche  la  limite  du  rapport  de  deux 
quantités  composées  d''  infiniment  petits  de  divers  ordres^ 
on  peut  ne  conserver^  dans  chacune  de  ces  quantités^ 
que  les  infiniment  petits  de  l'ordre  le  moins  élevé. 

Quand  on  cherche  la.  limite  de  la  somme  de  plusieurs 
quantités  infiniment  petites .^  on  peut  ne  conserver  que  les 
infiniment  petits  de  V ordre  le  moins  élevé  (*), 

Comme  application  du  premier  théorème,  on  a 

,.     sinjr4-3sin^x       ,.     sin^ 

hm  =  lim =  I  . 

Dans  cet  exemple,  on  néglige  au  numérateur,  3  sin^x, 
intlnlment  petit  du  second  ordre,  et  au  dénominateur, 
l'infiniment  petit  du  troisième  ordre  ix^. 

EXERCICES. 

•1 .  Deux  points  étant  placés  sur  une  courbe  à  une  distance  infini- 
ment petite  du  premier  ordre  l'un  de  l'autre,  la  distance  du  premier 
de  ces  points  à  la  tangente  menée  à  la  courbe  par  l'autre  point  est 
infiniment  petite  du  second  ordre. 

2.  Deux  courbes  ayant  une  tangente  commune,  la  différence  de 
leurs  ordonnées,  situées  à  une  distance  infiniment  petite  du  premier 
ordre  du  point  de  contact,  est  du  second  ordre  au  moins. 

3.  Théorèmes  analogues  pour  les  surfaces. 

(")  a  Le  grand  avantage  que  l'on  retii'e  de  ces  théorèmes  consiste  en 
ce  qu'ils  perinetteiit  souvent  de  négliger,  dans  les  quantités  infiniment 
petites,  la  partie  qui  en  rend  la  comparaison  et  le  calcul  difficiles.  Il  suffit 
toujours  que  cette  j^artie  soit  infiniment  petite  par  rapport  à  la  quantité 
elle-même,  et  il  n'en  résulte  aucune  erreur  dans  les  résultats  où  l'on  n'a 
en  vue  que  les  limites  des  rap])orts  ou  des  sommes  de  ces  quantités  infi- 
niment jielites.  »  DiTTiAMEL,  Èlcmcnts  de  Calcul  infinitésinial. 
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DEUXIEME  LEÇON. 

THÉORÈMES  SUR  LES  DÉRIVÉES  ET  LES  DIFFÉRENTIELLES. 

Origine  et  but  du  calcul  différentiel.  —  Fonction  dérivée.  • —  Propriétés 
des  fonctions  dérivées.  —  Différentielle.  —  Dérivées  des  fonctions  de 
fonction. 


ORIGINK    DU    CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

18.  On  a  été  conduit  à  la  découverte  du  calcul  diffé- 
rentiel en  cherchant  une  méthode  générale  pour  mener 
des  tangentes  aux  courbes  planes  représentées  par  des 
équations. 

Concevons  deux  variables  x  et  >  liées  entre  elles  par 
une  relation  quelconque,  de  manière  que  l'une  soit  fonc- 
tion de  l'autre.  Considérons  ces  variables  comme  les 
coordonnées  d'un  point  rapporté  à  des  axes  rectangulaires 
tracés  dans  un  plan,  et  construisons  la  courbe  AMB  dont 
l'équation  e?,iy=f[x).  Supposons  cette  courbe  réelle 

et  continue  dans  une  cer- 
taine étendue,  et  propo- 
sons-nous de  mener  la 
tangente  au  point  M  dont 
les  coordonnées  sont  ,r 
et  j.  On  définit  ordi- 
nairement la  tangente 
comme  la  limite  vers 
laquelle  tend  une  sécante,  lorsque,  cette  sécante  tournant 
autour  d'un  de  ses  points  d'intersection,  un  second  point 
d'intersection  s'approche  indéfiniment  du  premier.  Soit 
donc  M'  un  second  point  de  la  courbe  ayant  pour  coor- 
données .r -H /',.)  -f- A  j  considéions  la  sécante  M'MS, 
et  la  tangente  MT    qui  en  est  la  limite.  On  a,  dans  le 
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triangle  M'iMP^, 

M'N        /{■ 

tanj'M'MN^— —  =1  y 
*=  MN         A 

k 
Donc  tangIMR  =  lim  rangM'MN  =  lim  - , 

quand  h  diminue  indéfiniment  jusqu'à  zéro. 

Donc,  si  l'on  clierclie  la  limite  du  rapport  des  accrois- 
sements simultanés  A  et  h  des  variables  }  et  x,  accroisse- 
ments liés  entre  eux  par  l'équation 

quand  h  diminue  indéfiniment,  on  aura  la  tangente  tri- 
gonométrique  de  l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  x  la  droite 
qui  touche  la  courbe  au  point  M. 

BUT    DU    CALCUL    DIFFÉRENTIEL.    FONCTION    DÉRIVÉE. 

19.  Le  calcul  différentiel  a  pour  but  de  déterminer, 
pour  chaque  fonction ,  la  limite  du  rapport  de  V  accrois- 
sement de  la  fonction  à  celui  de  la  variable,  quand  celui- 
ci  diminue  jusquà  zéro.  Cette  limite,  qui  dépend  de  la 
valeur  attribuée  à  la  variable  x,  mais  nullement  de  son 
accroissement  7? ,  est  appelée  la  fonction  dérii^ée  de  la 
fonction  proposée.  On  la  représente  par  y'  ou  par^'(x). 

Nous  allons  chercher  la  dérivée  de  quelques  fonctions 
simples. 

1°  y  =1  x"", 

m  étant  entier  et  positif.  Si  nous  changeons  x  en  x  -i-  /<, 
j  devient  j^  +  A,  et  l'on  a  j  -h  k  =  [x  ■+-  h)'",  d'où 
A"  =  (x  H-  h)'"  —  x"\  ou 

1.2  ' 

, ,    ,         k  ,  m(  ni  —  I  ) 

d  ou        -7  =  mx'"-^     H ^ — ^  x"—^h  -h  .  .  .  +  /i™-'. 

n  1.9. 

Le  rapport  7  se  compose  de  deux  parties,  l'une  indé- 
pendante de  //,  et  l'autre  (jui  contient  h  en  facteur  com- 
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muu,  de  sorte  que  si  h  décroît  indéfiniment  jusqu'à  zéro, 

cette  seconde  partie  pourra  devenir  aussi  petite  que  l'on 

voudra  5  donc 

,.     k 

Iim  7  =  mjf'~'. 

Ainsi,  dans  ce  cas, 

y'  =  mx"--'. 

On  peut  encore  obtenir  celte  dérivée  sans  faire  usage 
de  la  formule  du  binôme.  Posons 

X  -\-  h  =1L; 

on  a  alors  /'  =  X'"  —  -r"'  ; 

et  si  l'on  remarque  que  h  =\  —  x,  on  en  déduit 


X  —  X 


_  x"'-'  +  X"'-'x  -+-... -i-Xx-"--  -h  X" 


Quand  h  diminue  jusqu'à  zéro,  X  s'approche  indéfini- 
ment de  X,  et,  comme  le  dernier  membre  a  m  termes  qui 
deviennent  égaux  à  x"'~*,  quand  on  passe  à  la  limite,  on 

a  bien  encore  lim  -  =  mx"'~K 
n 

2°  Soit  une  fonction  entièie 

j  z=  ax"'  -h  bx"  +  cxi'  -+-.... 
Changeons  x  en  x  -+-  h,  y  devient j^  -+-  A,  et  l'on  a 

y  -i-  l-  =:  a  {x  -{-  h)'"  -{-  b  {x  -^  h)"  -h  c  {x  -\-  /i)P  -h  ■  ■  ■  , 
d'où         J(  =  a[{x-^k)"'  —.r'"]  +  b[{x-{-/i)"—  x"] 

-+-c[{x-i-hy—xP]-h..., 
et,  par  suite, 

[m  (m  —  I  )  , ,  1 

mx'"-'  h  H '  x^--  h'-h..  . 

+  b\    nx"-'  h  H ï^ ■  a;"-Vi=-f-.  .  . 

-f- 

Divisant  par  h  et  faisant  ensuite  h  ^  o,  on  a 

lim  -  :=  r  '  =  max'"-'  +  nbx"-'  +  pcxP-'  H-  .  .  .  . 
n 
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On  pourrait  aussi  obtenir  cette  dérivée  comme  la  pré- 
cédente, sans  recourir  à  la  formule  du  binôme. 

m  étant  entier  et  positif.  On  a 

I 

et  A  = 


1  x'"  —  Ix  A-  h] 


(.r  _(-//)">        .r-"  x'"{x-hhy" 

d'où,  développant  et  divisant  par  h, 

m  (m  —  i) 

—  mx'"~^ ^ x"'--/i  —  ... 

/ i^ 

7i~  x'"{x-i-hy" 

et  enfin,  passant  à  la  limite,  on  a 

A-  rnx"'~^  m 

Ji~  X'""      ~  ~  x'"+'  ' 

donc  r  — —,  =  —  '"-^  '""'  • 

d'où  l'on  voit  que  la  règle  pour  obtenir  la  dérivée  de  x'", 
quand  m  est  entier,  est  toujours  la  même,  quel  que  soit 
le  signe  de  m. 

4°  J=  \lx'' —  «^; 

on  a  A-  =  \j{x  -h  h  y  —  n'^  —  s/x' —  a^, 

et,  par  conséquent, 


A-  _\/{x-{-  h  y  —  a'-  —  s/x-  —  a^ 

h  -  ~~~~        7i  ' 

or,  si  l'on  fait  h=  o,  cette  expression  prend  la  forme-» 

o 

Pour  faire  disparaître  l'indétermination,  on  emploie 
un  procédé  bien  connu  :  on  multiplie  les  deux  teimes  de 
la  fraction  par  la  somme  des  radicaux  dont  le  numéra- 
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leur  est  la  diftéreuce:  et  1  on  a 

Â~~  h[\,/{x-\-hy  —  a^  -+-  \,/x^  —  «'] 

(,r  -t-  /l'y — a:- 
h  [v/'(x  +  A)-  — fl^-f-  \/x^  —  fl'] 

/  2  j:  -I-  /i 


on 


h 


\J [x  +  hy  —  a-" -Jr  \!x-'  —  n"" 


inn  hm  -  : 


X 

donc  y  '  =  --= • 

Nous  avons  trouvé  d'une  manière  assez  prompte  et  assez 
facile  les  dérivées  des  fonctions  précédentes  ;  mais  les  pro- 
cédés que  nous  venons  d'employer  seraient  insuffisants 
pour  des  fonctions  d'une  forme  moins  simple.  Le  calcul 
différentiel  va  nous  donner  des  méthodes  plus  générales. 

DIFFÉRENTIELLE. 

20.  Soit 

donnons  à  a:  un  accroissement  quelconque  /?,  positif  ou 
négatif.  Soit  k  l'accroissement  correspondant  de  7;  on  a 

puisque  la  limite  de  -  est/',  on  doit  avoir,  quand  h  n'est 
pas  nul, 

a  étant  une  quantité,  fonction  de  x  et  de  h,  qui  doit  ten- 
dre vers  zéro  en  même  temps  que  /?.  De  là  résulte 

^  =ir'  h  +  x/i. 

Ainsi  l'accroissement  A  de  la  fonction   se  compose  de 
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deux  parties  distinctes;  la  première j^'//  est  le  produit  de 
l'accroissement  de  la  variable  indépcîndante  x  par  la  dé- 
rivée de  la  fonction.  On  l'appelle  la  différentielle  de  la 
variable  j^,  et  on  la  désigne  par  r/j,  de  sorte  que 

dy=.y'h      ou      /'(.r)//. 

La  seconde  partie  est  le  produit  de  h  par  une  quantité  a 
qui  s'annule  avec  h  :  on  ne  s'en  occupe  pas. 

La  différentielle  de  la  variable  indépendante  n'est  autre 
cbose  que  l'accroissement  /?.  En  effet,  considérons  la 
fonction 

on  a  y  4-  X=  .r  -t-  //  ; 

par  suite,  k  =zh, 

et  enfin  4  =  i  • 

II 

Ainsi,  pour  cette  fonction  de  x  qui  est  la  plus  simple  de 
toutes,  la  dérivée  est  i;  par  suite,  la  différentielle 

dy     ou     (Ix  =  i  "Xi  li  =^  Il  • 
Par  conséquent,  la  formule 

dy  =y'  h 
peut  s'écrire  dy=y'd.T; 

dy 

d'où  l'on  déduit  /'  =  -—-• 

d.T 

Ainsi  la  dérivée  d' une  Jonction  d-iuie  variable  est  le 
quotient  de  la  différentielle  de  la  Jonction  par  la  diffé- 
rentielle de  la  variable.  C'est  pourquoi  on  appelle  aussi 
la  dérivée  rapport  differe/iiiel  ou  quoUcnt  différentiel . 

On  dit  encore  que  le  cpiotient  différentiel  est  la  der- 
nière raison  (ou  le  deiniier  rapport)  des  accroissements 
simultanés  des  variables.  Mais  les  accroissements,  étant 
nuls  à  la  limite,  n'ont  pas  à  proprement  pailler  de  rap- 

1  .    1^  cdilioii .  2 


l8  COURS    D  ANALYSE. 

port,  et  ce  que  l'on  appelle  ainsi  n'est  que  la  limite  dont 
le  rapport  de  ces  quantités  approche  indéfiniment. 

21 .  La  différentielle  est  susceptible  d'une  représenta- 
tion géométrique.  En  effet,  soit  AMB  la  courbe  repré- 
Fig.  3.  sentée  par  Téquation 

On  a 


tangIMN  =  lim  j  =  y' . 


y 

!^ 

l 

,A__ 

____ 

Â 

l 

N 

R 

"/ 

/ 

0 

T 

S 

V         I 

'' 

r 

Oi 


IIV  =  MNtangIMN. 


Donc 


IN  =  hj'  =  dj-  : 

ainsi  IN  représente  la  différentielle,  si  d'ailleurs 

MN  =  h  =  dx. 

On  voit  par  là  que  dx  et  dy  sont  les  accroissements  cor- 
respondants de  X  et  de  j',  quand  on  passe  du  point  de  con- 
tact M  situé  sur  la  courbe  à  un  point  quelconque  1  de  la 
tangente,  tandis  que  A  ou  M'N  est  Taccroissement  de 
l'ordonnée  de  la  courbe  correspondant  au  même  accrois- 
sement h  =  dx  de  l'abscisse. 

22.  Toutefois,  quoique  IN  et  M'N  soient  en  général 
bien  différents,  leur  rapport  tend  vers  l'unité  -,  en  etïet,  de 


*=''+ 

y.. 

on 

lue 

/•=(j'-+-a)A; 

d'ailleurs 

dy=j'/i, 

donc 

dy             r 

et,  si  y'  îi 

est 

pas  zéro, 

V       '^■ 

lim  — -  z=  I  : 
dy 

ainsi  /e  rapport  de  V accroissement,  de  la  fonction  à  la 
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dijj'ére miellé  de  ce/f.e  J'unqtion  tend  vers  l'unité,  pourvu 
que  la  dérivée  ne  soit  pas  nulle. 

C'est  pourquoi  la  diirérentielle  est  appelée  l'accroisse- 
nieiit  infiniment  petit  de  la  fonction,  mais  cette  déno- 
mination n'est  pas  rigoureuse,  puisque  a  n'étant  pas  nul 
(si  ce  n'est  pour  y=  ax-\-b)^  A  n'est  pas  précisément 
égal  à  dy  {*). 

PROPRIÉTÉS    GÉrvÉRALES    DES    FOJNCTIOJVS    DÉRIVÉES. 

-     23.   La  relation  (n°22) 

X-  =  (j'  +  a)  h 

conduit  à  plusieurs  conséquences  remarquables. 

Attribuons  à  x  une  valeur  déterminée,  j'  aura  aussi 
une  valeur  déterminée 5  si  l'on  donne  ensuite  à  x  un 
accroissement  suffisamment  petit,  le  signe  de  y'  -+-  oc 
sera  le  même  que  celui  de  j'  ',  puisque  x  peut  devenir  aussi 
petit  que  l'on  voudra;  le  signe  de  A'  sera  donc  celui  de 
y'h^  et  comme  nous  supposons  h  positif,  A  aura  le  signe 
dey'.  Donc,  sij'  est  positive,  A  l'est  aussi,  c'est-à-dire  que 
la  fonction  va  en  augmentant,  et  sij^'  est  négative,  la 
fonction  va  au  contraire  en  diminuant.  Ainsi  une  Jonc- 
tion croît  ou  décroît  à  partir  d'une  valeur  déterminée 
r/ex,  suivant  que  sa  dérivée  est,  pour  cette  t'aleur,  po- 
sitive ou  négative. 

Il  résulte  de  là  que,  si  la  dérivée  d'une  fonction  reste 
constamment  positive  lorsque  x  varie  depuis  la  valeur  a 
jusqu'à  la  valeur  Z»,  la  fonction  croîtra  continuellement 
dans  le  même  intervalle;  ce  sera  le  contraire  si  la  dérivée 
est  négative. 

Prenons  pour  exemple  la  fonction 

j-  =  —  X-  —  •),  .r-  -^  6x  ~\-  \ . 
3 

(*)  On  peut  dire  que  la  différence  entre  la  difrérenlielle  d^ine  fonc- 
tion et  l'accroissement  de  cette  fonction  est  un  infiniment  petit  du  second 
ordre  au  moins,  l'accroissemeiit  do  la  variable  étant  du  premier  ordre. 

2- 
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Construisons  la  courbe  représeiilée  par  celte  équation, 

Fig-4- 

Pour  :c  =  o  on  aj)"  =  I  , 


2, 

3, 
—  1, 


J-3-. 


r  =  I 


r=-4v 


En  construisant  ces  diiïéreiUs  points,  on  reconnait  que 
la  courbe  présente  à  peu  près  la  forme  MM'M"M'". 

Mais  si  l'on  veut  savoir  pour  quelles  valeurs  de  .r  l'or- 
donnée va  en  croissant  ou  en  décroissant,  on  prendra  la 
dérivée  de  }  .  On  aura 

J-'  =  jp'  —  /^.r  H-  3  =  (j:  —  l)  (.r  —  3). 

On  voit  alors  que  si  l'on  fait  croître  x  àe  o  à  i,  la  dé- 
rivée y' est  positive;  l'ordonnée  ira  donc  en  augmentant 
depuis  le  point  M' jusqu'au  point  M",  Pour  le  point  M", 
dont  l'abscisse  est  a:  =;  i ,  on  a  }  '  =  o,  c'est-à-dire  que  la 
tangente  en  ce  point  est  parallèle  à  l'axe  des  x.  Si  l'on  fait 
croître  ensuite  a^  depuis  i  jusqu'à  3,  la  dérivée j' devient 
négative  \  l'ordonnée  va  donc  en  diminuant  depuis  le 
point  M"  jusqu'au  point  M"';  et  coramey'=u  pour 
X  ■=  3,  la  tangente  en  ce  dernier  point  est  encore  paral- 
lèle à  l'axe  des  x. 

Enfin  si  l'on  donne  à  x  des  valeurs  croissantes  à  partir 
de  3,  la  dérivée  j"'  est  constamment  positive;  l'ordonnée 
de  la  courbe  va  donc  toujours  en  augmentant  à  partir  du 
point  M'".  Si  l'on  donne  à  x  une  valeur  négative  quel- 
conque, y'  est  positive,  et  par  conséquent  pour  des  va- 
leurs négatives  de  x  et  croissantes,  les  valeurs  correspon- 
dantes de  l'ordonnée  vont  encore  en  augmentant.  Il  faut 
bien  remarquer  qu'une  quantité  négative  augmente  quand 
sa  valeur  absolue  diminue. 
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"21.   On  déduit  de  la  formule 

que  si  la  dérivée  d' une  J onction  est  nulle  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b,  celte  Jonction  a 
une  valeur  constante  dans  cet  intervalle. 

Nous  supposerons  a<^h.  Puisque  limy=  o  par  hy- 
pothèse, on  aura,  pour  une  valeur  quelconque  de  x  com- 
prise entre  a  et  ^,  t  <C  ^  ^^^  valeur  absolue,  pourvu  que  // 

soit  suffisamment  petit;  e  étant  d'ailleurs  une  quantité 
déterminée  qu'on  peut  prendre  aussi  petite  que  Ton  vou- 
dra. On  déduit  de  là  h  <^  eh. 

Considérons  actuellement  deux  valeurs  quelconques  de 
X,  Xi  et  X2^  comprises  entre  a  el  b'^  je  dis  que  les  valeurs 
correspondantes  ji  etj^g  seront  égales.  En  effet,  donnons 
à  X  une  suite  de  valeurs  comprises  entre  Xi  et  o's,  crois- 
sant d'ailleurs  par  degrés  égaux  ou  inégaux,  mais  assez 
petits  pour  que  l'on  ait,  pour  une  quelconque  de  ces  va- 
leurs, A  <^  e/i,  A  étant  pris  en  valeur  absolue.  Nous  au- 
rons ainsi  une  suite  d'inégalités  de  la  même  forme;  et  si 
nous  les  ajoutons,  il  eu  résultera  que  la  somme  des  ac- 
croissements successifs  de  la  fonction  j^  pris  tous  positi- 
vement sera  plus  petite  que  la  somme  des  produits  s  A, 
c'est-à-dire  plus  petite  que  le  produit  de  la  quantité  e  pai 
la  somme  des  accroissements  de  la  variable  x,  savoir 
x-2  —  Xi.  Donc  à  fortiori  la  somme  des  accroissements 
successifs  delà  fonction  pris  avec  leurs  signes,  ouj'a  —  >  1 1 
est  plus  petite  que  e  [x.2  —  .t'i),  donc 

et  comme  e  peut  être  rendu  aussi  petit  que  l'on  voudra, 
il  s'ensuit  que  >2  —  )'i  ost  plus  petite  (jue  loule  quantité 
donnée,  c'est-à-dire  nulle  :  on  a  donc 
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La  loiiclioli  >  conserve  donc  la  même  valeur  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  dans  l'intervalle  considéré  : 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

25.  Le  rapprochement  des  deux  propositions  précé- 
dentes conduit  encore  à  celte  conclusion,  que  si  une  Jonc- 
tion est  croissante  dans  un  certain  inten^allc,  sa  dérivée 
ne  peut  devenir  négative  dans  cet  intervalle^  mais  elle 
peut  passer  une  ou  plusieurs  fois  par  zéro.  De  même,  si 
une  fonction  est  décroissante,  sa  dérivée  sera  négative, 
mais  elle  pourra  s'annuler  pour  une  ou  plusieurs  valeurs 
particulières. 

26.  Si  la  dérivée  d'une  fonction  était  constamment 
infinie,  x  serait  une  constante;  car  si 

hm  —  =^  jz  ,      on  a      lim  -  =  o, 
n  k 

et  en  répétant  les  mêmes  raisonnements,  on  en  déduit  que 
deux  valeurs  quelconques  de  .r,  Xj  et  x^  sont  égales  (*). 

27.  Nous  avons  désigné  jusqu'ici  les  acci^oissements 
simultanés  des  variables  x  et  j  par  les  lettres  h  et  A; 
mais  comme  on  aura  bientôt  à  considérer  un  plus  grand 
nombre  de  variables,  il  devient  nécessaire  d'employer 
une  notation  qui  rappelle  toujours  à  quelle  variable  se 
rapporte  chaque  accroissement.  On  se  sert  à  cet  effet  de  la 
caractéristique  A.  Ainsi,  quand  on  considère  plusieurs 
variables  x,  y,  2,  u  liées  entre  elles  par  des  équations  de 
manière  qu'une  seule  soit  indépendante,  on  représente 
les  accroissements  simultanés  de  ces  variables  par  Aj:, 
A;^,  Az,  A//.  Si  Fou  prend  x  pour  variable  indépen- 
dante, les  rapports 

A  r        As        A  /( 
A.r         Ax         A.r 


(*)  La  dérivée  d'une  fonction  continue  ne  pouvant  être  nulle  ou  infi- 
nie que  pour  des  valeurs  particulières  de  la  variable,  il  en  résulte  qu'en 
générall'accroissement  infiniment  petit  dune  l'onction  est  du  même  ordre 
que  l'accroisseiTient  de  la  variable. 
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auronl  pour  limites  respectives 

dy        dz         du 
dx        dx        dx 

quand  Ax  décroîtra  indéfiniment. 

28.  Lorsque  deux  fonctions  sont  égales  pour  toutes 
les  'valeurs  de  la  variable  indépendante,  leurs  différen- 
tielles ou  leurs  dérivées  sont  égales. 

En  effet,  soient  m  et  t^  deux  fonctions  égales  de  x. 
.  Donnons  à  x  un  accroissement  ^x\  soient  A  m  et  A  t*  les 
accroissements  correspondants  de  m  et  de  p"  ;  on  aura 

u  -f-  Am=p  -\-  t^v\ 

et  comme  w  =  i^,  on  déduit 

Au  =  A  (>, 

,,    ,  Au        iS.0 

a  ou  —  =  — 

A  .r        Ax 

Cette  équation,  ayant  lieu  quelque  petit  que  soit  Ax,  aura 

lieu  encore  à  la  limite:  or  la  limite  de  —  est  la  dérivée 

Ax 

1  t^"      j  A  1      !•      •        1     Ap  dv 

de  «  ou  -r-  :  de  même  la  limite  de  —  est  ^-  ;  donc 
dx  Ax        dx 

du       dv 

-r-z=:  -—      ou      rt M  =r  dv. 

dx       dx 

La  même  conclusion  subsiste  quand  les  deux  fonctions 
proposées  ont  une  différence  constante  \  car,  soit 


U  ■=. 

*'  -h  c; 

en 

changeant 

X  enx  4-  Ao; 

',  on  a 

u 

-f-  Am  = 

('  -f-  ^'' 

+  c, 

et  comme  u  = 

V  + 

c, 

on  en 

déduit  encore 

A 

H  : 

=  A., 

Ah 

At>  ^ 

A.r  ' 

par  suite, 

du 
dx 

_dv 
dx 

ou 

enfin 

du  - 

r=dv, 
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c'est-à-dire  que  deux  fonctions  qui  ne  diffèrent  que  par 
une  constante  OJit  la  même  différentielle. 

29.  Réciproquement,  si  les  différentielles  de  deux 
fonctions  sont  égales  entre  ellesj  dans  un  certain  inler- 
valle,  CCS  fonctions  auront,  dans  cet  intervalle,  une  dif- 
férence constante. 

En  efîet,  soit  y  la  diflérence  u  —  v\  e,\.  supposons  que 
l'on  ait 


Ac, 


du 

di> 

dx 

~dx 

De  l'équation 

y  =  u 

;  —  «' 

on 

tire 

J  +  Aj 

=  u-\-  \a  —  V  - 

ou 

V 

=z  lu- 

-Ae, 

Aj 

^u 

Ap 

Lx 

~~  Âx 

~Tx' 

ou 

enfin, 

en 

passant  à  1 

a  limite, 

cly__ 

du 

d^> 

dx 

dx 

dx 

dy 
Ainsi  —  est  nulle,  et   par  suite  y  est  une  constante  :  ce 

qu'il  fallait  démontrer. 

DES    FONCTIONS    DE    FONCTIONS. 

30,   Quand  on  a 

j  étant  elle-même  une  fonction  de  x,f{x),  on  dit  que  u 
est  une  fo7iction  de  fonction  de  x. 

Pour  obtenir  la  dérivée  de  u  par  rapport  àx,  ou  pour- 
rait remplacer/  par  f  {x)  dans  ©(j),  ce  qui  donnerait 

«=:o[/(x)], 

mais  il  est  possible  d'éviter  cette  substitution.  En  elîét,  on 
a  l'équation  identique 

A  «         A  «     A  j 
A  r         Al      ^x 
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dans  laquelle  Ax  élant  l'accroissement  de  la  variable  in- 
dépendante, A)  et  Aiisont  les  accroissements  correspon- 
dants de  j'  et  de  u.  Si  l'on  suppose  que  Ax  diminue  in- 
définiment, l'égalité  ayant  toujours  lieu  subsistera  encore 

à  la  limite.  Or  lim  — •>  c'est  la  dérivée  de  u  par  rapport  à 

du     ■,.       Ar         fil     \  ^  1     1-      •       -,     l^u        , 

X  OU  — »  lim  -^  =  t  \x]  :  quant  a  la  limite  de  — -,   c  est 

dx  A^      -^    ^    "  ^  Aj 

t''  [j)  ®"  ^^  dérivée  de  çp  (r)  dans  laquelle  7  serait  con- 
sidérée comme  variable  indépendante,  car  cette  limite  ne 
dépend  pas  de  la  relation  qui  existe  entre  >  et  x,  et  il 
suffit,  pour  qu'on  l'obtienne,  que  A  j  décroisse  jusqu'à  o. 
Donc 

(0  ^£=^/iy)/'{x). 

Ainsi  la  dérivée  d'une  fonction  de  fonction  est  égale 
au  produit  des  dérivées  de  ces  fonctions. 

dy 

31.  Si  dans  l'équation  (i)  on  remplace  f'{x)  par-r-? 
on  aura 

d.T  ^     ^-^   '  dx' 

et,  par  suite, 

{?.)  du  —  ^'(y)dy. 

On  voit  que  la  différentielle  de  la  fonction  '^(7),  lors- 
que y  est  égale  à  f  i^x)^  a  la  même  forme  que  s\  j  était 
la  variable  indépendante 5  mais,  dans  l'application,  il 
faudra  remplacer  dy  par  sa  ydXexxr  f  [x)dx. 

32.  Enfin,  on  peut  mettre  encore  l'équation  (i)  sous 
une  autre  forme  :  en  observant  que 


?'(J)=^      et     /'(.r) 

_  dy 
dx 

on  a 

(3) 

du        du   dy 
dy         dy    dx 
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11  ne  faut  pas  croire  que  cette  équation  soit  une  iden- 
tité: car  dy  n'a  pas  la  même  signification  clans  —  et  dans 

dj 

— -  :  dans  la  première  expression,  dy  désigne  l'accroisse- 
ment infiniment  petit  de  j  regardée  comme  variable  in- 
dépendante ;  tandis  que  dans  l'autre,  dy  est  la  difFérentielle 
de  j  considérée  comme  fonction  de  x. 
Soit  comme  exemple 

u  =  y'" ,      j  =  y.r'  —  fl^  : 

d'où  n  =  (  sJ.T-'  —  a^)"  =  (.r^  —  a^ Y. 

On  aura  (n*^  19,  i"  et  4°) 

.X 

d . j™  =:  wj"'-'  dy,      dy  = ax  ; 


y  .r'  —  rt' 

donc 

du  :=  ni  (  y  .r'  —  a^J"~'  ■  ^  w  (  yx^  —  a^j      ""  xr/x  . 

33.  Si  l'on  a 

«'=^(")»  "=?(j)>  J=/(-^)5 

on  aura,  d'après  ce  qui  a  été  démontré  précédemment, 

di'  =  i|/'  (m)  f/M,      r/rt  =  '/  (  r)  f6',      ^/j  =/'{.r)  r/x, 
donc  <if  =  i{(' (m)  a>' (j)/' (.r)  rfx, 

OU,  en  divisant  par  dx^ 

(4)  ^  =  f(«)<p'(7)/'(-^), 

de  sorte  que  la  déjiuée  de  la  fonction  v  C5£  égale  au  pro- 
duit des  dérivées  des  trois  fonclions  dont  elle  est  formée. 
Celte  règle,  comme  on  le  voit  facilement,  s'applique  à  un 
nombre  quelconque  de  fonctions. 
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RÈGLES   DE   DIFFÉRENTIATION. 

Différentielle  d'une  somme, —  d'un  produit, —  d'un  quotient  de  fonctions. 
—  Différentielle  d'une  puissance,  —  d'une  expression  imaginaire.  — 
Règle  des  fonctions  composées. 


niFFÉtlEISTIELLE     D  UNE     SOMME. 

34.  Soit 

j>-  =  «  -+-  <•  —  z  ; 

//,  I',  z  étant  des  foiiciions  de.r.  Changeons  X  en  x  H-  A.:»-, 
nous  aurons 

Y  -i-  ^y  z=  H  +  A  M  -f-  t'  -4-  A  ('  —  :;  —  A  z . 

ot  coniine  >■  :^  «  4-  c  —  c, 

on  a  A  j  =  A  «  +  A  ('  —  A  ^  , 

,,    ,  A>"         \u         A  ('  A3 

clou  — ^  =  - \-- : 

Aj:         àx         A.r         A.r 

passant  à  la  limite, 

dy        (lu         (Iv         (h 
dx        dx        dx        dx 
ou  enfin 

dy      011      d[u  -\-  {'  —  z)  =r  du  -f-  c/f  —  dz . 

Ainsi  la  différentielle  cVune  somme  de  jonctions  est  égale 
à  la  somme  des  différentielles  de  ces  fonctions. 

Si  l'une  des  quantités  //,  p",  z  est  constante,  elle  dispa- 
raît dans  la  différentielle^  c'est  d'ailleurs  ce  qui  résulte  de 
la  proposition  démontrée  plus  haut  (28),  que  les  différen- 
tielles de  deux  fonctions  sont  égales,  quand  ces  fonctions 
ont  une  différence  constante. 


28  couns  d'analyse, 

DIFFÉRENTIELLE    DUJN     PllODUlT. 

35.  Soit  à  différentier 

/*  étant  une  fonction  de  x  et  a  une  constante  :  changeons 
X  en  X  -h  Ax  -,  il  vient 

et  comme  y  =  au, 

A  Y  A  M 

on  a  àr  =  a  Su.      — ^a — ? 

'       Ax  \x 

,  1     ,.     .  dy  du 

et,  a  la  limite,  -—  ^  «  — -, 

a.v  dx 

ou  enfin 

dj  =z  d[(iu)=^  adu . 

Ainsi  la  différentielle  iV  une  fonction  multipliée  par 
une  constante  s^  oh  tient  en  multipliant  par  cette  con- 
stante la  différentielle  de  la  fonction. 

36.  Soit  encore 

y  z=.  uv  ; 

on  en  tire  /  -t-  Aj  =  [u  -\-  Au)  ( t'  +  A c ) , 

ou,  cirecluant  le  produit, 

j-  -+-  A  y  =  «c  +  i'Au  4-  u  Ai>  -\-  Au  Av; 
et  comme  y  =  uu,  on  a 

Ay  :=:  vAu  +  uAv  +  A  «  A  c , 

,,    ,  Ay  Au  Av         Au 

tl  ou  -^  =  (' (-  u 1 A  ;> . 

Ax  A.r  Ax        Ax 

,    ,      ,.      .         A«    .        ,      .  ,  .  Au  , 

A  la  limite,  —  ZA^'  tlevient  nul,  puisque  —  a  une  li- 
mite en  général  finie,  et  que  Au  devient  nul^  donc 

dv  du  ch 

dx  dx  dx 

OU  enfin 

dy  T-zi  di^uv)  ■=--  \hIu  4    udt' . 
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C'est-à-dire  quf;  hi  différentielle  du  produit  de  deux 
Jonctions  s'obtient  en  multipliant  chaque  fonction  par 
la  différentielle  de  l'autre,  et  ajoutant  les  résultats. 

37.   Soit  niainleiiant 

on  a        d  ( uvz )  =i vz du  -{-  ud ( cz )  >      d{^vz')=^zdv  -\-  vdz; 

donc 

d  (  a  vz  )  =  oz  du  -{-■  uz  dv  -\-  «c  dz . 

On  voit  que  la  différentielle  du  produit  de  trois  fonc- 
tions s^ obtient  en  multipliant  la  différentielle  de  chaque 
fonction  parle  produit  des  autres  fonctions,  et  ajoutant 
les  résultats. 

Cette  règle  est  générale.  Ainsi  l'on  aura 

d{  ui'Z  . ,  .t)  =  I':: . .  .tdu  -+■  uz.  .  .tdc  ~\-  uv . .  .tilz  ~\- . . .  -\-uv . .  .dt 

OU,  en  tllvisanl  par  uvz.  .  ./, 

d{iivz...t)        du        dv        dz  dt 

-^ -= \ 1 h... H 

uvz.  .  ,t  U  V  z  t 

On  démontrera  celte  formule,  soit  directement,  soit  en 
faisant  voir  que  si  elle  est  vraie  pour  un  certain  nombre 
de  facteurs,  elle  aura  encore  lieu  quand  on  prendra  un 
facteur  de  plus. 

DIFFÉRENTIELLE    d'uN    QUOTIENT. 

38.  La  différentielle  du  quotient  de  deux  fonctions 
se  déduit  facilement  de  la  différentielle  d'un  produit. 
En  effet,  soit 

u 

!  =  -•> 
<> 

on  en  tire  yv  =;  u , 

et,  par  suite,  vdy  -h  ydv  =^du. 

On  remplace  y  par  sa  valeur  -  et  l'on  obtient 


vdy  -\ dv  =r  du  : 
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d'où  l'on  lire 

M        vda  —  iidii 
ny     on      (l  —  =  • 

Ainsi  la  différentielle  cViui  quotient  est  égale  au  dé- 
nominateur multiplié  par  la  différentielle  du  numéra- 
teur^ moins  le  numérateur  multiplié  par  la  différentielle 
du  dénominateur }  le  tout  divisé  par  le  carré  du  déno- 
minateur. 

On  arrive  encore  à   ce  résultai  par  une  méthode  plus 

directe.  On  a 

«  H-  A  «         (t 


^r 


('  -)-  A  ('          f 

V  Au  —  Il  A  V 

«'  f  ('  -t—  A  ('  ) 

A  u             A  i< 

Ax             A.r 

<■(('+ A(.-) 

(lu                  (II' 

''-7 "-T 

ax            ax 

V^ 

u.        vdii  —  udv 

et,  par  cousecjuent,  — 


-  1     1-     •  ''^' 

passant  a  la  limite,      —- 

^  dx 

on  enfin  dy     ou     r/  -  =  - 

Si  le  numérateur  u  était  constant,  la  dillérentielle  d- 

(' 

,            .     ,         udv 
se  réduirait  a — • 

DIFFÉRENTIELLE    DUJVE    PUISSANCE. 

39.   Soitj'  =^  u"^,  m  élanl  un  nombre  entier  et  positif; 
nous  avons  vu  (37)  (pie 

d[u(>z.  .  .t)  =z('z.  .  .tdu  -i-  HZ.  .  ,t(h>  -+--.--+-  «l'z..  .  .dt. 

Supposons  que  les  facteurs    </,  p»,  z^....  t  an  nombre 
de  m  deviennent  tous  égaux-,  ou  aura 
d.u'"  =  nni"'~^  du. 
Ce  résultat  est  aussi  une  conséquence  immédiate  de  la 
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règle  des  fonctions  de  fonctions.  On  sait  que  si  l'on  a 

j  =:«)(«)      et      «=/(.r), 

on  aura  dy  =  (^'  [ii]  du , 

donc,  puisque  d,x"'  =z  mx"'^^  dx, 

on  aura  aussi  d.u'"  =  mu'"—*  du. 

Voici  enfin  une  troisième  méthode^,  plus  directe  que  les 
précédentes.  Donnons  à  x  un  accroissement  quelconque 
Ax  et  soit  U  ce  que  devient  «;  nous  aurons 

j  +  A  r  =  U"', 

et,  à  cause  de  >=  u'", 

^y  =  U"'  —«•"=:  (U  —  u)  (U'«-'  -h  U"-^ a-\-.  .  .-\-  «'"-' ), 

d  ou  ^^  =  —  U'"-'  H-  U'"-'  M  -h ...  -f-  «"'-'  j. 

\x      ^x^  ' 

Si  loupasse  à  la  limite,  U  se  confondant  alors  avec  «, 

on  a 

dr       du 

^  =  -—  X  mu'"-'      ou     dy  =  mu'"-* du. 

dx        dx 

40.   Supposons  actuellement  que  l'exposant  ni  devienne 

égal  à  une  fraction  positive  -;  on  aura 

p 
j  ™  «9^      d'où     y1=uP. 

Comme  p  et  g  sont  entiers  et  positifs,  nous  pouvons, 
en  prenant  la  différentielle  des  deux  membres,  appliquer 
la  règle  précédente,  ce  qui  nous  donne 

qy^~*  dy  =  puP~*  du 
ou  qyl  dy=  pul'~'ydut 

r 
Mais  y9=zni'     et      y  —  n'^; 

P 

donc  dy  ^=  — — du, 

q   u 
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d.a'l  =r  —  u'I       du. 

7 


En  remplaçant  -  par  m,  nous  retrouvons  la  formule 

d.  Il"'  =1  mu"'~^  du. 

41.   Fjifin,  supposons  que  Jii  =  —  n,  7i  étant  d'ailleurs 
un  nombre  entier  ou  fractionnaire;  on  a 


Y  z=  u~"     on     j'  =  —  ". 


par  suite,  dy 

ou  cnCn 


d.  «« 


du 


d.u-"  -—  —  nu--"-' du, 
ce  qui  donne  encoi'e,  eu  remplaçant  — n  par  m, 

d.  u"'  =  mu"'~'  du. 

Ainsi  celte  dernière  formule  est  vraie,  que  l'exposant  /// 
soit  positif  ou  négatif,  entier  ou  fractionnaire. 

42.   Cette  règle  sert  à  différentier  les  radicaux. 


Ainsi ,     <^/ y  «  =  d.  a"  =  -  n"        du 


du 


"/      ,1—  r 
fl  ^/ll"      ' 


Dans  le  cas  particulier  où  ji  =  2,  on  a 

du 


d  Ju  = 


2V 


.f7c 


DIFFEP.EINTIELLE    D  UNE    EXPRESSION    IMAGINAIRE. 

43.  On  sait  que  les  expressions  imaginaires  résultant 
du  calcul  algébrique  peuvent  toujours  se  réduire  à  la 
forme 

y  =  ?<  -h  ('  \' —  I . 

Si,  comme  en  Algèbre,  y^ — 1  est  assimilée  à  une  constante. 
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on  aura,  par  le  changement  de  x  en  x  -+-  Axrj 

y  +  A_)-  =  M  +  â  «  +  ( I'  4-  Ao)  v'  —  1 , 
et  comme  j' =  «  H- p  y/  — i , 

on  aura  A  j-  =  A  «  -H  A  p  y  —  i  ; 

,,    ,  ^y        A  M        Ac    , 

d'où  -^  =  — 4-  — V— I, 

A^        Ax        Ajc 

,  ,     T     .  dy        du        dv     , 

et,  a  la  limite,         ^  =  ;^-H^V^-, 

ou  enfin 

dy     ou      d[u  +  ('  y  —  i)  =z  du  -\-  dv  \l —  l . 

Ainsi  la  différentielle  d'une  expression  imaginaire  s'ob- 
tient comme  celle  d'une  somme,  pourvu  toutefois  que  l'on 
traite  \J — i  comme  un  facteur  constant. 

APPLICATIONS. 

44.  Les  règles  précédentes  suffisent  pour  difîerentier 
toutes  les  fonctions  algébriques  explicites. 


1°  Soit  d'abord     Y  =  a-\-b\fx 

X 

Pour  différentier  cette  fonction,  on  la  met  sous  la  forme 

\^ 
y  z=  a  -\-  bjc^  —  cx~', 

et  l'on  obtient 


1,-4^,  bdx         cdx 

dy  =z  —  bx      dx  -\-  cx~'  dx  =z —  -| 

2  2  \'x         -^ 


11  X  11       •  4/ 

d  ou  1  on  tire 


2V'. 


b  c  e 

2«  y  =  a-^-=, ^  +  - 

\/x^  X  \^l  X  ^ 

_  1  _± 

ou  ^  =r  <7  4-  bx~  »  —  ex    3  •+-  rx~''' 

1 .    2^  édition  . 
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DifTéren  liant 

,  on 

a 

dy-. 

-{ 

2 ,  _A     4    --           A  , 

—  -bx    3  H-  ^  f -r    3  —  2  cx-^  ]  (h 

ib               Ac            Q.e\    , 
3.r^  .r'        6x^  ^x        '^    / 

d'où  enfin, 

dx 

'î  /;               4  ^            2  ^' 

SjCyj;'            3.i,^yX           •^" 

3° 

jr  =  [a  +  bx")'". 

Posons 

a  -\-  bx"  =  it  ; 

on  a 

7'  =  M"*, 

par  suite, 

<//  :^  mn'"~^  du. 

Or 

(lu  =  nbx"—'  dx; 

donc 

dr 

=  ninb  [a  -\-  bx")'"-'  .r"-'  dx. 

45.  Nous  allons  montrer  maintenant  comment  le  cal- 
cul diirérentiel  s'applique  à  la  détermination  de  courbes 
jouissant  de  propriétés  données. 

I*'  Trouver  une  courbe  telle,  que  la  sous-normale  NP 
ait,  pour  chaque  point,  une  longueur  constante  a. 

On  aura,  en  supposant  les  coordonnées  rectangulaires, 
NP  =  MP  X  tangPMN. 


ÎMais 


dr 
MP  =  j,     tangPMN  =  tangMTN  =  ^; 


Fig.  5. 


donc 


'"'=^|- 


11  faudra  donc  poser 


dx 


Or 

lydy—  rl{y^) 

et 

2 û dx  =:z  (l  iinx); 

donc  d  {j^)  =  d  [inx). 

Mais  on  sait  que  deux  fonctions  qui  ont  la  même  difïé- 

rentielle  ne  peuvent  différer  que  par  une  constante  :  donc, 

en  appelant  c  une  constante  arbitraire,  on  a  pour  Téqua- 

tion  du  lieu 

y'^  =  200:  +  c. 

Cette  équation  représente  toutes  les  paraboles  qui  ont 
le  même  paramètre  2 a,  et  pour  axe  commun  l'axe  des  x, 

2°  Trouver  une  courbe  dont  la  sous-normale  soit  une 
puissance  donnée  de  V abscisse. 

On  aura 

vdy  y"^  .ry"+' 

^^-— -  =  .7^,      d.  —  =  f/ . , 

d.r  2  m  -\-  i 

d'où 

2 

y"^  =r. j:"'"^'  +  c. 


3°  Trouver  une  courbe  dotit  In  sous-ion  génie  PT  soit 
en  raison  inverse  de  Vordonnée. 

Puisque  l'on  a  PT  =  MP  cotMTP  =  ^,  la  courbe 
cherchée  a  pour  équation  différentielle 

ydx        fr 

'h'       y 

Vu  lire  lie  celte  équation  dx  = 

y. 

„2  J,,  ,.2 

Or 

donc 

ou  xy  —  cy  =z  —  d'. 


"    -V 

i^:: 

— 

y 

y' 

X  z= 

— 

y 

-hc, 
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Le  lieu  est  une  hyperbole  équilalère  qui  a  pour  asym- 
ptotes l'axe  des  x  et  une  parallèle  à  l'axe  des  j. 

4°  Si  l'on  cherche  la  courbe  dont  la  normale  MN  est 
constante,  il  faudra  poser  {Jig,  5,  p.  34) 


MP  -^NP  =j=-t- 


dx'^ 


d'où  ^  =  y/"'— J' 

«07 

et  <r/x  =  -z_ 


sjà' 


et  enfin  (^  —  c)2-|-j2_^;^ 

La  courbe  cherchée  est  un  cercle  dont  le  rayon  est  a  et 
dont  le  centre  est  sur  l'axe  des  x. 

DIFFÉRENTIATION    DES    FONCTIONS    COMPOSÉES. 

46.  Après  avoir  dinerentié  une  fonction  d'une  variable 
indépendante,  nous  allons  apprendre  à  différentier  une 
fonction  composée  de  plusieurs  fonctions  de  cette  va- 
riable, et  d'abord  de  deux.  Ainsi,  soit 

j=/(«,r), 

Il  et  u  étant  deux  fonctions  de  la  variable  indépendante  j 
lorsque  x  devient  X  H-  Ax,  les  quantités  u,  v^  y  de- 
viennent respectivement  M +  Am,  t'H-Ap'jj'-h  Ay.  Mais, 
au  lieu  de  changer  à  la  fois  u  en  u  +  Au,  et  p»  en  v  -\-  i\v 
dans  f{ii^  i^),  il  revient  au  même  d'effectuer  ces  deux 
changements  l'un  après  l'autre.  Ainsi,  l'on  remplacera 
d'abord  u  par  li-H- Aw,  en  conservant  à  m  sa  valeur  ac- 
tuelle, d'où  résultera  pour  j  l'accroissement 

/{u-hàii,  v)  —f{u,  v). 
Divisons  cotte  différence  par  Au,  et  passons  à  la  limite, 


=  -M«>  'Oj 
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en  regardant  u  comme  invariable.  On  aura 

A  «  c^a  TV'/ 

On  aurait,  de  même, 

uni  = 

donc,  en  représentant  par  a  une  fonction  qui  s'évanouit 
avec  A  M,  quel  que  soit  p»,  et  par  ê  une  fonction  qui  s'éva- 
nouit avec  Ap",  quel  que  soit  «,  on  a 

(2)  /(,,,,. -f- A.)  _/(„,, )^[^(„,p)+ 6]  A... 

Changeant  u  en  u  -\-  Au  dans  l'équation  (2),  il  vient 
i       /(«+A«,  P-hA.^)— /(«  +  A«,.') 

ê'  désignant  ce  que  devient  ê  quand  on  y  change  u  en 
zi-f-Aw,  et  s'annulant  comme  ê  en  même  temps  que  A^'. 
Ajoutant  maintenant  les  équations  (i)  et  (3)  membre  à 
membre  et  divisant  par  Ax,  on  a 

/(«H-A«,  ('  +  Ao)  —/'(«,  (^) 
Aj^ 

r       /  \  T   A  K  r   .     /  ^  ^,-.   Al' 

=  [(?(«,<.)  +  «]  —  + ["M" +  ^«»0-i- S']-—-, 

ce  qui  devient,  à  la  limite, 

dy  du  dv 

ou  dy  ■=.  tq  («,  p)  rZw  -f-  i|<  (m,  c^)  r/f , 

OU  enfin 

II  faut  observer  que,  dans  les  dérivées  partielles  -p-  et  —  » 

les  variables  u  et  t'  doi\  ent  être  considérées  comme  indé- 
pendantes,  tandis  que,  dans  les  facteurs  du  et  dv  qui 
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multiplient  ces  dérivées,  on  doit  regarder  a  et  v  comme 

des  fonctions  de  x. 

47.  Une  formule  analogue  à  la  formule  précédente  a 
lieu  pour  une  fonction  composée  d'un  plus  grand  nombre 
de  fonctions  de  la  variable  indépendante.  Ainsi,  soit 

y  =f{u,  V,  z). 
On  a 

\y  =/(«  -i-  \u,  v  -+-  Ac,  z  -f-  Az)  —/{u,  t>,  z). 

Si  Ton  pose 

(la  <"'<'  "- 

on  aura,  d'après  les  considérations  qui  précèdent, 

(i)      f[ii  +i^u,v,z)—f{n,v,z)  =  ['<j[u,v,  :;)-ha]A«, 

(2)  /(w,  .'4-  Ac,  z)— /(«,(',  :)=[^(«,r,  3)  H-g]A(', 

(3)  /(«,  ",3  + Az)  -/(«,.',  3)  =  [x(«,.',::)  4-7]  A  =  . 
Faisant  varier  a  dans  l'équation  (2),  on  a 

i        /(" -H  A/<,  (' +  Al-,  z)  — /(«  H- A«,  c,  z) 

^^^        i   =[^{ii-\-\u,v,z)  +6']At'. 

Faisant  varier  //  et  v  dans  l'équation  (3),  ou  a 

/(«-+-  Af/,('  +  A<',  :;  +  Ac)— /(f<  +  A«,  c-HAc,  z) 


(51    . 

'       =  [X  ("  +  ^"'  ''  +  '^•''  2)  -+-  7']  A3 

Ajoutant  les  équations  (i),  (4)  et  (5)  membre  à  mem- 
bre, et  divisant  par  Ax,  il  vient 

Az 

-H  [/(«  -f-  Am,  p  +  Ac,  z)  -4-7'l  — î 

et,  .n  la  limite,  on  a 
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ou  enfin 

(  b)  dj  =  —-  du  -\-  ~-dv-\-     -  dz . 

du  (W  dz 

De  là  on  peut  conclure  en  général  que  la  différentielle 
d'une  fonction  y,  composée  d'un  nombre  quelconque 
de  fonctions  de  la  variable  indépendante,  s'obtient  en 
prenant  successiuement  la  différentielle  de  la  fonc- 
tion y,  par  rapport  à  chaque  fonction  de  la  variable 
indépendante,  dans  laquelle  cette  variable  seule  serait 
supposée  varier,  et  ajoutant  toutes  ces  différentielles . 

Cette  règle  comprend  comme  cas  particuliers  toutes 
les  pi'écédentes  sur  une  somme,  une  dilïérence,  un  pro- 
duit,. .  .  de  fonctions. 

EXERCICES. 

i.       j  =  X-  (a  -{-x-j  y (C  —  .r  ,     dy  ~ -■==::: xdx. 

y  a'- —  x^ 

3  a  —  2.r)  sfx  dx 


s/^ 


y^  i/r— T'  ^^y 


2\/(<7  —  xy 

3-        J  =  /('^  +  -^),  dj  =  f'[n-\~x]dx. 

4.       y  =  f[n-\-bx'^),  dy  —  'i.f'[n-^bx'^)hxdx. 

■x^J\b^x]' 


6 


n  +  x\    ,         y    ^    IJ    KO  —  xf    , 
t)  —  X /  X  [/)  —  xy 


''/=-■??/(  'P-^  )  '^^ H .,^,1.    ^"u    "^  <^-^- 
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QUATRIEME  LEÇON. 

NOTIONS   SUR   LES   SÉRIES. 

Définitions.  —  Théorèmes  sur  la  convergence  des  séries.  —  Application  à 
des  e.xemples.  —  Limite  de  I  i  H 1   • 


DÉFINITIONS. 

48.  Avant  de  passer  à  la  difTéreniialion  des  fonctions 
transcendantes,  il  est  nécessaire  d'établir  quelques  no- 
tions sur  les  séries. 

Une  série  est  une  suite  composée  d'un  nombre  infini 
de  termes  formés  tous  d'après  une  loi  déterminée.  On 
représente  ordinairement  par  S„  la  somme  des  n  pre- 
miers termes  d'une  série.  Ainsi,  i/j,  11.^,  Wj,...,  u„  dé- 
signant divers  ternies  successifs  de  la  série,  à  partir  du 
premier,  on  pose 

S„  =  «,  -I-  /<2  H-  ^<3  -h  .  .  .  +  w„ . 

Si,  à  partir  d'une  valeur  de  n  suffisamment  grande,  S„ 
approche  indéliniment  d'une  limite  finie  et  déterminée, 
quand  on  prend  n  de  plus  en  plus  grand,  on  dit  que  la 
série  est  conv^ergente^  et  la  limite  S  vers  laquelle  elle 
tend  est  appelée  la  somme  de  la  série.  La  différence 
S  —  S„,  que  l'on  désigne  par  R„,  se  nomme  le  reste  de  la 
série.  On  a  donc,  par  définition, 

R„  =  S  — S„,     ou     S  =  S„  +  R„. 

Si  la  somme  des  n  premiers  termes  n'approche  pas  in- 
définiment d'une  limite  fixe,  quand  n  augmente  indéfini- 
ment, la  série  est  di^^ergente. 

Une  des  séries  les  plus  simples  est  la  progression  géo- 
métrique 
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Cette  série  est  convergente,  lorsque  la  raison  k  est  plus 
petite  que  l'unité.  En  efl'et,  on  a,  quel  que  soit  k, 

S„  =  rt  +  «/^ ■  +  ak'  H-  .  .  .  -t-  af>" 

ou  S„=: 


1  — A 
a  aA" 


A-        I  —  /- 
Or,  si  la  raison  k  est  moindre  que  l'unité, peut 

I  —  A' 

devenir  aussi  petit  que  l'on  veut,  et  dès  lors  j  est  la 

limite  vers  laquelle  tend  S„.  Si,  au  contraire,  on  a  A"^  i , 

la  quantité  7  peut  surpasser  toute  grandeur  donnée, 

et  la  série  est  divergente.  Il  en  est  de  même  si  A=  i. 

THÉORÈMES    SUR    LA    COiN VERGEJVCE    DES    SÉRIES. 

49.  La  somme  d'une  série  convergente  est  une  quan- 
tité déterminée  qui  souvent  n'est  pas  susceptible  d'une 
autre  expression  :  elle  peut  être  employée  dans  le  calcul 
comme  une  fonction  des  lettres  qu  elle  renferme.  Il  est 
donc  important  de  savoir  si  une  série  est  convergente. 
Voyons  donc  comment  on  pourra  reconnaître  ce  carac- 
tère. 

Pour  qu'une  série  soit  convergente,  la  condition  né- 
cessaire et  suffisante  consiste  en  ce  que  la  somme  d\in 
nombre  quelconque  de  termes  au  delà  du  n'"""^,  u„,  soit 
aussi  petite  que  Von  voudra,  si  n  est  suffisamment 
grand.  Cette  condition  est  nécessaire  puisque,  les  deux 
sommes  S„  et  S„^,  devant  converger  vers  la  même  limite 
lorsque  Ji  est  de  plus  en  plus  grand,  leur  différence  doit 
tendre  vers  o.  Elle  est  suffisante,  car  si 

est  compris  entre  —  e  et  H-  e,  S,,^,  sera  comprise  entre 
S„  —  e  et  S„  -f-  £,  quantités  qui  se  rapprocheront  de  plus 
en  plus  à  mesure  que  n  augmentera,  /  restant  le  même. 
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mais  pouvant  d'ailleurs  être  supposé  aussi  grand  qu'on 

voudra, 

50.  De  cette  proposition  résulte  la  suivante  :  qu  à  par- 
tir d'un  terme  u„,  n  étant,  assez  grand,  les  termes  doi- 
vent finir  par  devenir  plus  petits  que  toute  quantité 
donnée.  Mais  cette  condition,  qui  est  nécessaire,  n'est 
pas  suffisante.  Ainsi  l'exemple  ci-dessous, 

III  III  I 

IH H7T  +  -7+-  .»  +  -    -I- 


2       3      4  '^      n-\~  \       rt  +  a       '  '  '       2  «         *    ' 

oiïre  une  série  dans  laquelle  cette  condition  est  évidem- 
ment remplie,  mais  qui  néanmoins  n'est  pas  convergente, 
car,  en  groupant  les  termes  comme  il  suit, 


0 


I         I  \         /  I        I        I        1 


-  -f-  ...-+--.•"  )   ~+-  ( --  -f- +  T- 

9  xo/        \  1 7  o2 

on  voit  que  chacune  des  sommes  renfermées  entre  paren- 
thèses est  plus  grande  que  -5  et,  comme  il  y  en  a  une  infi- 
nité, la  série  a  nécessairement  une  somme  infinie. 

51.  En  général,  pour  reconnaître  si  une  série  est  con- 
vergente, on  compare  ses  termes,  h.  partir  d'un  certain 
rang,  à  ceux  d'une  autre  série  qu'on  sait  être  conver- 
gente, et  s'il  arrive  que  les  termes  de  la  première  soient 
inférieurs  ou  au  plus  égaux  à  ceux  de  la  seconde,  alors 
cette  première  série  est  convergente.  On  peut  se  dispen- 
ser de  comparer  les  premiers  termes. 

En  comparant  une  série  à  une  progression  géomé- 
trique, on  est  conduit  aux  théorèmes  suivants. 

52.  Théorîïme  I.  —  Une  série  dont  tous  les  termes, 
ou  du  moins  les  termes  très-éloignés,  sont  positifs,  est 
convergente  si,  à  partir  dun  certain  terme.,  le  rapport 
d'un  terme  quelconque  au  précédent  est  plus  petit  qu  un 
nombre  déterminé  k ,  qui  est  lui  même  plus  petit  que 
l'unité. 


i 
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Aiusi,  supposons  qu'à  partir  de  ?«„  celte  condition  soit 
remplie.  On  aura^  m  étant  plus  grand  que  «, 

et  à  fortiori  i(m-^i  <C  ^'  "m  ; 

de  même  «m+s  <C  f^" "m  > 


f'm-\-i  <C  ^  '  "m  ' 


on  aura  donc 


11+3 


+-...  +  «„,+,■  <  «„,  (  /(■  H-  /-^  +  /^  -H . . .  +  z  '■  ; 


Donc  /^„+,  +  «m+.  +  .  .   .  4-  Wm+,  <;  « 

Or 


—  k 


est  inie  quantité  finie,  quelque  grand  que  soiti,  puisqu'on 
suppose  A  <^i5  d'ailleurs  m,„<^â"'~"m„  peut  devenir  plus 
petit  que  toute  quantité  donnée,  en  prenant  m  assez  grand- 
par  suite  le  reste  «,„+i  -f-  «,,,+2  4-  .  .  .  -!-«<„,+,  peut  deve- 
nir inférieur  à  tout  ce  que  l'on  voudra,  en  prenant  m 
suffisamment  grand.  Donc  la  série  est  convergente. 

Au  contraire,  la  série  est  divergente  si  l'on  a  A\>  i . 

ElFectivement,  si  à  partir  de  «„  cette  condition  est  rem- 
plie, les  termes  deviennent  de  plus  en  plus  grands. 

53.  Théorème  II.  —  Une  série  à  ternies  positifs  est 
convergente j  si,  à  partir  d'un  certain  ternie,  on  a  con- 
staninient 

\lu„<ck  <;  I . 

En  effet,  on  aura,  d'après  cette  condition, 

«„+,  +  «„+,  H- ...  -I-  ii„^i  <^  X"+'  +  k"+-  -+-...  -H  A^'+'j 

^.  yji  +  l 

ou  bien      m,,^.,  +  «„^_3  4- .  .  .  -|-  «„+,  <  k"  ■ —  ; 

I  —  A 

d'où  l'on  conclut,  comme  précédemment,  que  la  série  est 
convergente. 
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Au  contraire,  la  série  est  divergente,  si  l'on  a  toujours, 
à  partir  d'un  certain  terme, 

s/ lin  >/->!. 

Et,  en  eiïet,  comme  de  là  on  déduit  u„  ^  A",  il  s'ensuit 
qu'en  prenant  n  suffisamment  grand,  «„,  et  à  fortiori 
le  i^estc  de  la  suite,  sera  plus  grand  que  toute  quantité 
donnée  (50). 

54.  On  a  supposé  jusqu'à  présent  que  tous  les  termes 
de  la  série,  ou  du  moins  les  termes  très-éloignés,  étaient 
positifs.  Soit  maintenant  une  série  dont  les  termes  aient 
des  signes  quelconques. 

Si  la  nouvelle  série  qu'on  obtient  en  prenant  positive- 
ment tous  les  termes  au  delà  d'un  certain  rang  est  con- 
vergente, la  série  proposée  le  sera  aussi.  Elïectivement, 
le  reste  de  la  série  donnée  a  une  valeur  absolue  moindre 
que  le  reste  de  la  série  transformée;  par  conséquent,  il 
peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée. 

Cette  condition  de  convergence  est  suffisante,  mais  non 
pas  nécessaire. 

55.  Théorème  III.  —  Une  série  est  convergente  quand 
les  termes  éloignés  sont  alternativemeTit  positifs  et  né- 
gatifs, et  vont  en  décroissant  indéfiniment. 

En  effet,  admettons  que  cette  loi  se  vérifie,  dans  la  série 

M.  4-  M2-I-  «3  + .  .  .  -t-«„+i  -h  ««4-2 -+-  «n+3 ...-+-  «^  H- ... , 

à  partir  du  terme  i/„+i  que  nous  supposerons  positif. 
Appelons  U„4.,,  U„4.2,  U„+3,  etc.,  la  valeur  absolue  des 
termes  «„+i,  ",,4.2,  ««+3,  etc.  On  aura,  p  étant  ]>  /z, 

S^  ^  s„. 


S/,=  S„  +  i 

(U„ 

iH-l 

— 

et 

par 
On 

■  suite 
a  aussi 

S,: 

=r  S„  +  U„.H  - 

-1 

;u, 
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Sous  celte  forme,  on  voit  que 

b^  <C  b„  -t-  U  „^  1  ; 
donc  on  a 

S„<^  bp  <C^  0„  +   Un+c 

Donc  Sp  est  toujours  compris  entre  S„  et  S„  +  U„4., ,  et 
comme  U„+i  peut  devenir  aussi  petit  que  l'on  voudra,  la 
série  est  convergente. 

56.  On  considère  quelquefois,  dans  le  calcul,  des  séries 
imaginaires  de  la  forme 

{'«,  +  (',  y/—  I  )  +  (  M,  +  (-2  V/—  I  )  +  ...+  («„  +  f'„  v'  —  I  )  +  •  •  •  • 
Une  pareille  suite  sera  convergente,  si  les  deux  sommes 

sont  elles-mêmes  des  séries  convergentes. 

ÉTUDE    DE    QUELQUES    SÉRIES. 

57.  Nous  allons  appliquer  les  règles  précédentes  à  quel- 
ques exemples. 

X-  X^-"  .T."- 

1°       \-\-x-\ 1 -H- 


1.2  1.2.3  I.2.3...W 

Cette  série  est  convergente,  quel  que  soit  .r.  En  effet, 

on  a 

xP 
'  i  .1.6 ... p 


el  aussi 


.}P-' 


I     2.3.  .  .(/^  —  I)' 


ou  -^^  =  -• 

Up  p 

On  voit  par  là  que  le  rapport  d'un  terme  au  précédent 
finira  toujours  par  devenir  plus  petit  que  tout  ce  que  l'on 
voudra,  et,  par  conséquent,  plus  petit  qu'une  fraction 
quelconque  A.  Donc  la  série  est  convergente,  et  cela  que  .r 
soit  positif  ou  négatif. 

On  peut  savoir  quel  est,  dans  cette  série,  le  plus  grand 
terme  pour  une  valeur  donnée  à  x. 
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Supposons  que  l'on  ait 

f  <;  .r  <  /  -f-  I  ; 
le  plus  grand  terme  seia 


1.2.3.../ 

En  effet,   on  peut  mettre  ee  terme   sous  la  forme  d'un 
produit 


.V  X  X 

-  X-  Xt7  X.  .  -X 

I  2  O 


composé  de  facteurs  plus  grands  que  i  :  tous  les  termes 
précédents  sont  moindres,  puisqu'on  les  obtient  en  sup- 
primant dans  celui-ci  un  certain  nombre  de  facteurs  plus 
grands  que  i  :  tous  les  termes  suivants  sont  aussi  moin- 
dres, puisqu'on  les  obtient  en  multipliant  celui  que  nous 

venons  d'écrire  ï)ar  des  facteurs ? 5  •  •  •  5  moin- 

^  ?  H-  I     /  H-  2 

dres  c|ue  l'unité, 

x" 

Supposons  qu'on  s'arrête  à et  qu'on  veuille 

^  ^  ^  I  .2.3    . .«        ^ 

avoir  une  limite  supérieure  du  reste  R„.  On  auia 


X"    r  '^  •'^^  ~\ 

I  .2.  .  .«  |_«-|-i         [n -\- i)  [n -h  ■?.)  J 


d'où 


ou,  en  supposant  /i  +  i  ^  x, 

x"  X 

R«<  — 


.  .n     n  -\-  i 
ou,  enfin, 

R„< 


1.2.  .,«     n  -h  ï  —  X 
2"  Les  différents  termes  de  la  série 


X' 

1  -t-  j:cosa:  H cosso; 

I  .2 


sont  plus  petits  que  ceux  de  la  série  précédente.  Donc 
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la  Jiouvellc   série  csi  conveigente    à    plus   {'oïlc   raison. 

.7:       .r'        x^  x" 

3"  -  H h  ^  4-  ...  H ^■ 

12  5  « 

On  a,  dans  cet  exemple, 


«4-1 


Comme  ce  rapport  tend  vers  x  à  mesure  que  n  aug- 
mente, il  en  résulte  que  la  série  est  convergente  pour  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  —  i  et  -f- 1 . 

On  arrive  à  la  même  conclusion  en  appliquant  le  second 
théorème  (S3). 

On  peut  facilement  trouver  une  limite  supérieure  du 
reste  R„.  En  effet,  ou  a 

ri-\-\         «+2  rt  +  i^  ' 

ou,  puisque  x  est  moindre  que  i , 


ta  m\ni  —  \)    ^ 

4°  I  H-  mx  -h  -— X-  -f-  .  .  . 

I  .2 

in[iii  —  1  ) .  ..(/;/  —  /;  -t-  I ' 


xP-\-. 


On  a,  dans  cet  exemple, 

Up^y m  —  /j  -f-  I       I  m  -\~\ 


Up  p  \      p 

Par  là  on  voit  que  si  l'on  a  x  <^  i  et  ^  o,  les  termes 
finissent  toujours,  quand  p  est  suffisamment  grand,  par 
devenir  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  par  dé- 
croître indéfiniment.  Donc  alors  la  série  est  convergente. 
Elle  l'est  encore  si  l'on  a  .r  <]  o  et  que  sa  valeur  absolue 

soit  plus  petite  que  i;  car,  dans   ce  cas,   le   rapport  -^ 

finit  toujours  par  être,  en  valeur  absolue,  constamment 
plus  petit  qu'une  fiaction  quelconque  /f  plus  grande  (jue  x. 
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Six,  positif  ou  négatif,  est  plus  grand  que  i,  la  série  est 

divergente,  car   ( ij   x  finit   toujours  par  sur- 
passer I . 
5°  La  série 

(0  '  +  i  +  i;  +  ^,+--- 

est   divergente  pour   m  =  i    ou  m<^i,  et  convergente 
pour  m  >  I . 

En  effet,  quand  m  =  i ,  on  a 

(2)  ,+  1+^+'+..., 

série  dont  la  divergence  a  été  démontrée  (50). 

Quand  m  est  <^  i,  la  série  (i)  est  à  plus  forte  raison 
divergente,  puisque  ses  termes  sont  plus  grands  que  les 
termes  correspondants  de  la  série  (a). 

Soit  ensuite  m  ^  i .  On  a 


*/»+! 


I 


"p  [p^  0'"  '  P"'  \p  ^- 
Ce  rapport,  quoique  constamment  plus  petit  que  l'unité, 
finira  toujours  par  en  approcher  autant  qu'on  voudra. 
On  ne  peut  donc  pas  appliquer  le  premier  théorème  (o2) , 
mais  ou  démontre  la  convergence  de  la  série  pour  m  ^  i 
en  groupant  les  termes  de  la  manière  suivante  : 

■  +  (r.+^.)  +  (j;+5;.+i^+^)+(y,-t--  +  r5-. 

d'où  l'on  conclut  que  la  somme  des  termes  est  moindre 
que 

24  8 

c'est-à-dire  moindre  que  la  somme  de  la  progression  géo- 
métrique décroissante 


I 

1  + 


2"*-'      4" 
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6'^  Si  dans  la  série 


iH-- 


1         1.9.        I  .  ?  .  :> 
on  fuit  X  =.  i , 

on  obtient  la  série  numérique 

III  I 


1.2'    1 . 2 .  H        1-2.34  I  .  2 .  3 ...  « 

série  convergente,  puisqu'elle  est  un  cas  particulier  d'une 
série  qui  est  convergente,  quel  que  soit  x.  On  en  repré- 
sente la  somme  par  la  lettro  e. 

Le  nombre  e  est  compris  entre  2  et  3  5  car  on  a  évi- 
demment 

f  ^  2 

1  I  I 

et  c  <;  2  H 1 i h ...  ; 

2  2  .  2        2  . 2. .  2. 

ou  c  <^'6. 

Il  est  facile  de  trouver  une  limite  supérieure  du  reste  R„ 
de  la  série,  ou  de  la  somme 

I  1 


1  .  2    3  ...'/(//  +  1 ,1         1.2    3  ..-//[  n  ~\- 
var  on  a 

R.< \ f-^+^^i^-. 


.  2 .  3 .  .  .  /.'  \  «  -(-  I       (  /?  -f-  I  )-       (  //  -f-  r  ■■' 
ou  R„  < 1 X  -• 

I   .  2     D  .  .      //  fi 

On  voit  que  la  convergence  est  très-rapide.  Les  onze 
premiers  termes  donnent  en  effet  e=  2,7182818,  valeur 
approchée  à  un  dix-millionième  près. 

LIMITE   DE  I   IH I      QUAND    m    CROIT     INDÉFINIMENT. 

58.  Le  nombre  o  est  la  liniite  vers  laquelle  tend  la 
quantité  (  1  H |    quand  m  croît  indéfiniment. 

I  •     2*  édition.  A 
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Supposons  d'abord  tu  cnlicr  et  positif.  On  a 
m  {m  —  I )     I 


I  \' 

'" 

l 

I+- 

=  !  +  />/ 

n, 

m 

1.2         nr 

(m  —  I ) .  .  .  ( /?2  —  «  -f- 1 )      I 


I  .  2  .  3  .  .  .  rt 

ce  qu'on  poul  écrire 


I  \  "'  m        \  m  I    \  ni  I 


H---       =2H \ ■—— -H-... 

m  j  1.2  I  . 2 . i 

,_i\...(',_"_z::i 


1.2.3    . .n 

Les  termes  de  ce  développement  au  nombre  de  m  sont 
tous,  à  partir  du  second,  plus  petits  que  les  termes  de 
même  i^ang  dans  la  série  qui  représente  le  nombre  e,  et  ils 

r    '   -1       •              /          I  Y 
augmentent  avec  m,  d  ou  il  suit  que  I  iH |    augmente 

avec  m,  en  restant  toujours  <  c.  Les  numérateurs  des 
premiers  termes,  qui  sont 

m  \  '"J    \  in 

approchent  indéfiniment  de  l'unité,  quand  m  croît  jusqu'à 
rinfini  -,  et,  par  conséquent,  ces  termes  tendent  à  devenir 
égaux  à  ceux  de  la  série  e.  Mais  il  n'en  est  pas  de  môme 
pour  les  termes  très-éloignés;  car  si,  par  exemple,  n  —  i 

était   la  moitié   de    ui  ^    le    facteur    i >  dans  le 

m 

n""""  terme,  serait  --,  et  le  numérateur  de  ce  terme  serait 

2 

<^  -•  Cependant,  en  prenant  m  très-grand,  et  négligeant 

dans  les  deux  séries  les  termes  très-éloignés  qui  font  une 
très-petite  somme,  on  conçoit  que  l'une  des  séries  dif- 
fère infiniment  peu  de  l'autre,  et  qu'ainsi  |  i  H j     doit 

s'approcher  indéfiniment  de  e. 
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59.    Au  smpliis,  en  voici  la  démonstration  irès-rigou- 
leuse.  En  s'arrêtant  au  n'"""  terme,  on  a 


I 

I  \  "'                          m 
-       >2H . 

m  1.2  1.2.0 


m      \  m 


m]    \         mj 


I  .  2.3  .  .  ./Z 

Quelque  grand  que  soit  «,  on  peut  prendre  le  nombre 
7??,  qui  est  indépendant  de  /?,  tellement  grand,  que  le  nu- 
mérateur 

m  I    \  m 

qui  est  inférieur  à  l'unité,  surpasse   i  —  e,   £   étant  un 
nombre   déterminé   aussi   petit    qu'on    voudra.    Car   ce 

numérateur  étant  plus  grand  que  I  i j       •;  il  suf- 
fira de  poser 


d'où  l'on  tire  "'!!> 


Il  —  : 


Alors,  dans  le  développement  de  (  iH j  •>  les  numéra- 
teurs des  termes  jusqu'au  n'^'"''  étant  tous  ^  i  —  s,  on 
aura,  en  les  remplaçant  par  i  —  e  et  négligeant  les  termes 
qui  suivent  le  w"'""', 

I  \"' 

H-  —      >  2  +    r  — 


2         1.2.3  I  . 2 . 3 .  .   .  « 

et  à  fortiori 


'H >  ?  H i t:  -4-  .  .  •  -f- 


1.2  1.2.3  I  . 2 . 3  ...  « 

4. 
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puisque  la  somme 


1                 r 

1 r,   4-  . 

1.2           I  .  2.>> 

.  .  ^- 

I 
12.3..    n 

(qui  multiplie  e)  est 

<-  H 4-. 

?.            2  .  2 

•• 

ou      «C  I  . 

On  a  d'ailleurs  (57,  6°) 

-.  ^  rt.   1            1         ,1 

I 

I 
t 

I 

€  <_   2  -+-  ■              1     ...     1 

^               1.2                            12 

.3. 

.  «            1  .  2  .  D  . 

.  .ri  n 

Ayant  ainsi  Jeux  quantités  qui  renferment  entre  elles 
e  et  (  1  H y  1  on  aura,  en  comparant  les  diflerences, 

^-('-^,-!7)'< 


\  .  1 .  ù  .  .  .n    II 


et  comme  on  peut  supposer  n  aussi  grand  et  e  aussi  petit 
qu'on  veut,  en  faisant  croître  ???  à  l'infini,  on  voit  que  c 

est  la  limite  vers  laquelle  tend     i  H )   • 

00.  On  obtient  la  même  limite  quand  m  cesse  d'être 
un  nombre  entier.  Dans  ce  cas,  m  tombe  entre  deux  en- 
tiers consécutifs  /?  et  /'  -f-  i ,  et  l'on  a 

■       /         ,\/'+i  / 

<      I+--  et      >       ,-f 


1>!  ^         /^  +  i 


ou 


et 


i-f-  -      <  l  i  -t-  - 


H) 


(.  ,   •\'V  /'.  ,     '    \ 


\        //;  /        \       /^  +  1  /        \       y-"  ■+-  I , 
Quand  ni  croît,  ces  deux  quantités,  entre  lesquelles  la 

valeur  de  (  i  H ]   est  toujours  comprise,  tendent  l'une 

et  l'autre  vers  la  limite  e  (puisque;?  est  entier).  Donc 

iX'"    ,       ,       ... 

I  H a  la  même  limite. 
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61.  Enfin,  si  l'on  fait  ni  négatif,  m  =  —  p.,  on  aura 

quantité  dont  la   limite  est  encore  e,  quand  p  devient 
infini. 

62.  Le  nombre  e  est  incommensurable.  En  efi'et,  si  e 
était  un  nombre  commensurable  y?  on  aurait 

0 

/■/  I  I  I 

0  1.2  1.2.  ..6»  \  .2.  .     0[(J  +  \) 

En  faisant  passer  2  H h. ..H :; — 7   dans  le  pre- 

•^  1.2  1 .2.3  ../!'  ^ 

mier  membre,  multipliant  par  1.2. 3.  .  ./>,  et  désignant 

par  N  un  nombre  entier,  on  aurait 


N 


ù  -h  i         [b  -+-i){ù  -{--2.] 

On  a  donc 

N>  o. 
D'ailleurs 


/'   -f-I  "^(/^  +!)(/.  -h-2)"^"      ■</;  +  ,   +   (/;   -é-  ,)'~^'  ••' 

donc 

On  aurait  ainsi  un  nombre  entier  compris  entre  o  et  y? 
ce  qui  est  absurde;  e  est  donc  incommensurable. 
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CINQUIÈME  LEÇON. 

DIFFÉRENTIATION  DES  FONCTIONS  TRANSCENDANTES. 

Différentiation  des  fonctions  logarithmiques,  —  des  fonctions  exponen- 
tielles, —  des  fonctions  circulaires  directes,  —  inverses. 


FOKCTIOJNS    LOGARITHMIQUES. 

63.  Soit  y  le  logariilime  de  x  dans  le  système  dont  la 
base  est  «,  de  sorte  que 

On  a 
d'oii        ^r  =  log  (a:  4-  A .r )  —  logo.-  =:  log  (  i  4-  —  1 


et  ^  _        \ 


log/i 


A  j; 


àx  A  .r 

Si  l'on  i)ose  Ajt:  =  —  ?  on  aura 
'^  /« 

Ar        m  ,      f  I  ^         I  .      /  I  \"' 

—  =  -  log    I  +  -  )  =  -  log     I  -H  -      • 
Ace         x  \  /?//        X         \  m  ) 

Si  l'on  fait  croître  m  indéfiniment,  Ax"  diminuera  jiis- 

tju'à  zéro,  et  (  1  H )   atteindra  sa  limite  e  (58)  5  donc 

•■    ^y  'b      I  I 

lini  —     011      — -  =  -  loL'e, 
Ax  (Ix       X 

,,    ,  ,  dx  , 

d  ou  '/r      ou      d.\wj,xr=^  —  'f^t,'*"- 

.a: 

Ci.  Quand  on  prend  le  nombre  e  pour  base,  les  loi^a- 
rithmes  appartiennent  à  ce  cpi'on  appelle  le  système  ne'- 
périen  :  nous  les  désignerons  par  1. 


I 
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Dans  ce  système,  on  a  le  =  i,  et,  par  suite, 


dx 
(l\.r  = 


11  est  facile  de  passer  d'un  système  quekonfjuc  au  sys- 
tème népérien,  et  i>ice  versa. 
En  elï'et,  l'équation 

donne  \x  =^y\a  =z\o^x\a. 

En  faisant  x  ^=  e^  il  vient 

1  =  logf'.li7, 

d'où  loyt'  =  --, 

puis  lojjj;  =  Ix  X  j— =  !.^  X  logf. 

Le  facteur  constant  j—  ou  loge,  par  lequel  il  faut  mul- 
tiplier le  logarithme  népérien  d'un  nombre  pour  avoir  son 
logarithme  dans  le  système  dont  la  base  esta,  est  appelé  le 
module  de  ce  dernier  système.  Quand  a  =  lo,  le  module 
est 

log  e  =  G ,  4342945 . 

En  multipliant  les  logarithmes  des  Tables  ordinaires 
par  ou  l.io  qui  est  2,3o2585i,  on  aura  les  loga- 
rithmes népériens. 

65.  La  règle  de  la  diflerentiation  des  logarithmes  est 
souvent  utile  pour  ditférentier  d'autres  fonctions. 

Ainsi,  on  peut  s'en  servir  pour  dilïérentier  u'",  quel  que 
soit  m,  H  étant  une  fonction  de  la  variable  indépendante. 

On  pose 

Y  z=  II'",      d'où      \y  =  m  I  n, 

et,  en  dilïérenliant,  il  vient 

(ty  (tu 

y  « 

ou  fl  .11'"  =  m  u"'~  '  r/« . 
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Soit  encore  un  produit  de  plusieurs  fonctions  de  jr, 
tel  quej'  =  uuz. 

Comme  il  pourrait  y  avoir  des  facteurs  négatifs,  éle- 
vons au  carié,  et  prenons  les  logarithmes 5  il  viendra, 
après  avoir  diderentié  et  divisé  par  2, 

ri  Y        ffii         di>        dz 
y  u  i>  z 

résultat  déjà  obtenu  par  une  autre  méthode. 

(36.  Exemples. 


1"  y  —\[x  -\-  \'a-  -t-  J.-). 


On 


a 


.r  f/.r 
dx  H z- 


dy  = 


X  4-  \l (P-^  x'         \  a'  -+-  x'' 
2"  J'  =■  ^ 


On  remarque  d'abord  que 


-\x  —  \\.^u-^rx'; 

rir  xdx 

d  OÙ  dj 


s/a-  -h 

dx  xdx  (f  dx 


X         (r -\- X-        x[u'  -^  x'') 
3"  j  =  !  [[X  -  af'[x-  bY[x  -  c]P.  .  .]. 

Celte  quantité  est  égale  à 

//il  (x  —  a)  -h  n\{x  —  Ij)  -+  pl{x  —  r)  -h. 
donc 

dx        X  —  a        X  —  h        X  —  c 

Si  l'on  pose 

i^a:  -  ,/)'"  [x  -  by  [x  —  c)P. .  .  =/(x)> 
ou  aura  encore 

dx  dx  f[x)    ' 
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il  en  résulte 


y(.r)        jc  —  rt        A-  —  b        X  —  c 
formule  qui  sert  de  base  à  la  théorie  des  racines  égales. 

FONCTIONS    EXPONENTIELLES. 

67.  Soit 

il  désignant  une  fonction  quelconque  de  x.  En  prenant 
les  logarithmes  des  deux  membres,  dans  le  système  népé- 
rien, pour  plus  de  simplicité,  il  vient 

1  r  =  M 1  (7  ,        d'où       =  1  (7  f/« , 

J 

c'est-à-dire 

<^.  rt"  =  a'^ladu. 

68.  En  particulier,  si  «  =  e  et  u  =  x,   on  a 

cl  .e^  T=  e'^dx  ^ 

de  sorte  que  la  fonction  c^  est  égale  à  sa  dérivée. 

On  peut  se  demander  si  celte  fonction  est  la  seule  qui 
jouisse  de  cette  propriété.  Pour  répondre  à  cette  question, 
posons 

dy 


Tx^^^ 

on  en  tire 

—      ou      d\Y  =  dx 

y 

donc 

\X  z=x  ->r  c, 

ly     —     ^JTC    ^—     pX  pC 

et,  remplaçant  c"  par  C. 

y  =  Cc^ 

ce  qui  montre  que  la  fonction  inconnue  doit  être  le  pro- 
duit de  fr"  par  une  constante. 
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69.   Exemples. 

y  et  u  élaul  deux  fonctions  de  x.  On  a 


a  ou  —  =  ««  1  (■  H-  M  —  5 


V 

ou  bien  encore 

r/  (  c"  )  =  P"  I  ('f/«  -+-  V"-'  u  dv. 

Ce  résultat  ])Ouvail  d'ailleurs  être  obtenu  en  appli- 
quant la  règle  des  fonctions  composées  (47) 

f/j  :=  rt*""^  1  a b^dx  H-  rt*'-^ i* j: \a\b dx. 

FONCTIONS    CIRCULAIRES    DIRECTES. 

70.  Commençons  par  établir  d'une  manière  précise 
SOUS  quel  point  de  vue  les  fonctions  circulaires  sont  cou- 
sidérées  dans  le  Calcul  infinitésimal. 

Dans  ce  calcul,  comme  dans  la  Trigonométrie,  les  no- 
tations sinx,  cosx,...  représentent  les  rapports  des  droites 
ainsi  nommées  au  rayon  du  cercle  auquel  elles  appar- 
tiennent; ce  sont  donc  des  nombres  abstraits.  La  lettre  x 
représente  la  longueur  d'un  arc  rapportée  au  rayon  pris 
pour  unité;  c'est  encore  un  nombre  abstrait.  Alors  le 
nombre  rr  =  3,141^926  est  la  longueur  de  la  demi-cir- 
conférence dont  le  rayon  est  l'unité;  -5-  est  la  longueur 

de  l'arc  de  1°;  et  -^  est  la  longueur  de  l'arc  de  z  degrés, 
'100  ° 

de  sorte  que  l'on  a,  si  z  csi  le  nombre  des  degrés  contenus 

dans  X, 

r.z  180"  ^        ,., 

X   :- Z  ■=-.   X  X  =:.  07"  lO     X    r. 

1  bo  7T  ' 

L'arc  égal  au  rayon  est  environ  de  5y"i6', 
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71 .  Sinus.  —  Soit 

jr  z;=  sin.r. 

On  a 

j-  4- Aj  =  sin  [x  H-  Ax), 

d'où  Aj  =  sin  (x  H-  Ax)  —  sin^t; 

ou,  d'après  une  formule  connue, 

•    '  /          i       \ 

A  j  =  2  Sin  -  A  X  cos  I  ^"  H —  A  ^- 1  • 

I 
sin— A,r 

Donc  = X  cos  (  X  -H  -  A. r 

Ax  I  \  2 

2 

I 

Sin—  la: 

Maintenant  Ax  devenant  nul,  — a  pour  liuiile  i, 

-  Ax 

2 

et  cosf  jf  -j — Ax)  se  réduit  à  cosa:;  donc  il  vient 

dj 

— —  =  COS^', 

ax 

ou 

<^sinx  =  cosxdx. 

Cette  formule  montre  que  le  sinus  d'un  arc  augmente 
quand  l'arc  croit  de  o  à   -i  diminue  quand  l'arc  croît 

de  -  à  r,  etc.,  comme  on  le  voit  sur  une  ligure. 

2 

72.  Cosinus.  —  De  la  différentielle  du  sinus,  il   est 
facile  de  tirer  celle  du  cosinus.  En  effet,  on  a 


cos  3  =  Sin     - 


et 

r/coss  =  d  sm  {  ■ -:  1  =  tes  (  -  —  z 


)" 
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ou 

r/cosz  =  —  s'inzdz. 

73.    Tangente.  —  La  différentielle  de  la   langenle  se 

déduit  de  la  formule 

sin  s 

tariL'z  =  , 

^  cosz 

qui  donne 

cos:;  rt  sinz  —  sinz  r/cosz 

ci  tangz  =  ■ 

cos'  z 

ou 

dz 
a  tans^z  = 

*  cos^z 

On  trouve  de  la  même  manière 

dz 

rfcotz  =r ; • 

sm'  z 

On  voit  que  si  l'arc  z  augmente,  dlAus^z  est  toujours 
positive,  et  dcoiz  toujours  négative,  c'est-à-dire  que  la 
tangente  augmente  sans  cesse  avec  l'arc,  et  que  la  cotan- 
gentc,  au  contraire,  diminue  coniinuellement. 

lA.   Sécante.  —  On  a 

I 

secz  =  1 

cosc 

d'où 

sinzr/: 

d  sec  z  = 

cos-  z 

75.  Ces  règles  suffisent  pour  différentier  toutes  les  fonc- 
tions circulaires  directes.  En  voici  quelques  exemples  : 

<-/  sin  (  (7.7;  -\-  b)=  a  cos  ( nx  -\-  b)  dx  ; 
dx 


1° 

a"  d\  siiij-  = 


lanij;  j: 

3"  c/sin'" a.-  =  /;/  sin"""'  x  cosxdx; 

tanyx        2.x  —  s'inix  , 

4"  d  —^ —  =  — •  dx  ; 

r  2./;-  cos'tr 

sin.^-        .Tcos.r  —  sin.r             cosa:(.r —  laiiga;) 
'j"    d = dx  = ; dx. 
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Cette  dernière  ditiérontielle,  étant  négative  quand  x  est 

^  ,         .             ,                     sinx  . 

<^7:,  lait  voir  que  le  rapport  va  sans  cesse  en  dimi- 
nuant, lorsque  x  croît  de  o  à  7r. 

FOINCTIOISS    Ctr.CULAIRES    INVERSES. 

76.  Les  fonctions  circulaires  inverses  sont  celles  dans 
lesquelles  on  regarde  un  arc  comme  fonction  d'une  de  ses 
lignes  trigonomélriques.  On  représente  Tare  dont  le  sinus 
est  X  par  la  notation  arc  (sin  =  x),  ou  plus  simplement 
par  arcsina:.  On  écrit  de  même  arccosx,  arctangx. 

^rc  sinus.  —  Soit  d'abord 

z  =^  arc  sin«  , 
u  étant  une  fonction  de  x.  On  aura 

n  =:  sin  z  ; 
d'où  r/w  =  flz  cosz  , 

ff/t  fin 


et  dz 

cos  z  ^/  , 

ou 

fi 

d  arc  sin  u  =  — — ; 


Comme  y  i  —  u^  remplace  cos  2,  il  faudra  donner  à  ce 


radical  le  signe  de  cos^. 
77.   ^rc  cosinus.  —  Soit 

z  =  arc  cos  w,      doù     a  =  cos: 


on  aura 

di(  =  - 

sinr. 

dz; 

d'où 

da 

dz  -~ : 

SllIZ 

—  — 

du 

V  i  —  n- 

Ainsi 

c/arc  cos  u  — 

dii 

\  '  —  "- 

Comme  vi  —  u^  lemplacc  sine,  il  faut  donner  à  ce  ra- 
dical le  signe  de  sin  s. 


A  cause  de  la  double  valcui  de  y  i  —  </^  on  voit  que. 
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pour  une  même  valeui'  de  u,  les  différentielles  de  arc  siii  u 

et  de  arc  cosit  sont  égales  et  de  signes  contraires,  ou  bien 

égales  et  de  même  signe,  ce  qui  tient  à  ce  que  ces  deux 

arcs  ont  suivant  les  cas  une  somme  ou  une  différence 

constante. 

78.  y^rc  tangente.  —  Soit 

z  = 
On  a 

d'où 
donc 

I  -\-  w 

On  trouve  de  même 

(la 

darc  cot  M  = -• 

I  -4-  «' 

On  voit  que,  pour  une  même  valeur  de  u,  d  sltc  tang// 
et  ^arccot«  sont  toujours  égales  et  de  signes  contraires. 
En  effet,  les  arcs  correspondants  ont  toujours  une  somme 
constante. 

79.  Exemples,  i" 

r       ia  —  IX 


=:  arc 

tang  u , 

cl 

ou 

tang 

dz 

=r 

du 

cos'z 

y 

d- 

=  du  CCS 

=  z 

du 

I  -f-  «' 

j 

du 

f/arcsin =       , -dx  = 


/         ■?.  n.r  —  ,r  • 

0— ^r- 


r/arc  sin  \^2.r  y  i 


y  2rt.r —  x' 
id-T 


(  u\         (' du  —  u t 
3"  dure  tanq    -     == 

On  trouve  par  celte  formule  que 


\  I  —  x^ 
di> 


X  dx 

c/aiT  tang— ==  =  — 

'  VI  —  r^         V  I  — 
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Ce  résultai  pouvait  ctie  prévu,  car 

dx  ...  'T 

rt  arc  sin  j:,     arc  sin.r  =  arc  tang 


y' I  —  .r^  "  y/ 1  —  jn' 

V       (  I  —  nv)  {du  +  di>)  +  (a  -f-  v)  [iul\<  -h  vdii) 
r/c  (M4-f)'H-(i — iH'Y 

(  I  +  ('-  )  f/«  H-  (  I  +  «'  )  di> 


4"   f/arc  lang 


r/arc  tang- 


«  +  ('  d(i  (h 


I  —  //('         I  -f-  M-  I  H-  c' 

résultat  facile  à  prévoir,  puisque 

Il  -\-  V 

arc  tang =  arc  tang  m  -+-  arc  tangr. 

"   I  —  iu>  ° 

80,  Les  exemples  suivants,  où  toutes  les  fonctions  trans- 
cendantes sont  combinées  entre  elles,  fournirout  l'occa- 
sion d'appliquer  les  règles  trovivées  dans  ce  chapitre. 

EXERCICES. 

1.  r=6''^  ,  dy  =  mx"'~^  c'  ' dx. 

2 .  jr  =r  r  ""  ^,  ^/r  =  cos  X  f?*'"  '  dx . 

3 .  r  =  c'"'s  ■',  dr  =  (  I  +  tang'  x  ]  r'-'"s  -^  dx. 

A.     r=x'''"',  dr  =  x^'"'-  (cosx.\x-+  ^-^\  dx. 

\/i  — .r' 
C.     -)-  =  (?-*  COS^j:,  dr—  —  e~*  (2.2:  cos/>'^  +  Z'Sin^.r)<'/.r. 

7.  j)=1(cosj:),  df—  —  tangxdx. 

8.  r  =  l(tanga:),  dr  = -. •• 

9.  r=sin(l^),  r/r  =  -  cos(l.r)f/.r. 

.r 

10.    j  =  ifin"'.r  cos".r.  dr=  sin'"-'  xcos""'x  (w  cos'^  —  «sin^r)*-/,?? 

dx 


i\.    ^=arc?in 


y/j-j...r2  '         1+^-' 
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12.     j=arccos 
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<7C0S.r  +  /; 


l)  COSX--\-a 
13.     j  =  arc  tcing  {\/i  +  x-  —  x) ,     ^(r  = 


ly  =  ■— ilr. 

ycos.r  +  rt 


(Ix 


\A.     r=  arc  tans  y , 

b  —  a: 

ax  -f-  /; 


15.  j=arctang 

16.  r  =  l(arc  cosv/i  —  ^') 
M.  j=l 
48.  r 


I  +  cosj; 
sina;(2  +  <?  cos.r) 


(6  — r7)r/.r 
"   ~  (.r  — «)=•+  ((^  — o:-)- 

r/.r 


iy  = 


\/i  —  .r^arcsina- 


I  +  e  cosj-) 


,        smj:H-cos.r  , 
dy  = ^-, dx. 


,        3t'4-(2  4-eMcos.r  , 
dr  = ; — ^^ -—, dx. 

{\-\-c  cosxY 
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SIXIÈME  LEÇON. 

DIFFÉRENTIATION  DES  FONCTIONS  IMPLICITES.  —  CHANGE- 
MENT DE  LA  VARIABLE  INDÉPENDANTE. 

Fondions  implicites  données  par  une  seule  équation.  —  Elimination 
d'une  constante  entre  l'équation  proposée  et  l'équation  qu'on  obtient 
par  la  différentiation.  —  Fonctions  implicites  données  par  un  nombre 
quelconque  d'équations.  —  Dérivées  et  difliérentielles  successives.  —  Du 
changement  de  la  variable  indépendante. 


DIFFÉRENTIATION    DES    FONCTIONS    IMPLICITES    DONNÉES 
PAR    UNE    SEULE    ÉQUATION. 

81.  Nous  savons  (5)  qu'on  nomme  fonctions  implicites 
celles  qui  sont  liées  à  la  variable  dont  elles  dépendent  par 
une  ou  plusieurs  équations  non  résolues. 

Supposons  d'abord  deux  quantités  x  et  j  liées  entre 
elles  par  une  seule  équation 

(0  /(^,j)  =  o; 

et  soit  X  la  variable  indépendante.  On  peut  trouver  fiy 

ou  —  sans  être  obligé  de  résoudre  l'équation  par  rapport 

à  y.  En  effet,  si  l'on  tirait  de  cette  équation  la  valeur  de  r 
en  fonction  de  x,  j'  =  çp(j;),  en  mettant  (^[x]  à  la  place 
àe  y^  on  aurait  identiquement 

f{x,V({.T.)]=0. 

Donc  la  différentielle  de  f[x^y),  prise  en  regardant  r 
comme  une  fonction  de  x,  doit  être  identiquement  nulle, 
et,  d'après  la  règle  des  fonctions  composées  (47),  on  a 

/     ^  4f    ,  df 

(IX  (l) 

1 .     2*  édition,  5» 
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d'où  Ton  tire 

(3) 

tly              dx 
dx  ~        (If 

Ainsi,  la  dérivée  de  la  fonction  implicite  y  s'obtient 
en  divisant  la  dérivée  du  premier  membre  de  l'équation 
prise  par  rapport  à  x,  par  la  dérivée  de  ce  membre  prise 
par  rapport  à  y  et  en  changeant  le  signe  du  quotient. 

82.  Lorsqu'on  a  l'cquatiou  d'une  courbe  sous  la 
forme  (i)  la  règle  précédente  permet  d'obtenir  le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  tangente  menée  par  un  point  quel- 
conque de  cette  courbe,    c'est-à-dire  —i  sans  résoudre 

l'équation  par  rapport  à  l'une  des   variables.   En  voici 
quelques  exemples. 

i''  Soit  l'équation  cTe  l'ellipse 


a^y^  _|-  /,^ 

x'  =  aH 

r-. 

En  dilïérentiant, 

on  a 

Q.a''ydy  -f-  2 

b'xdx  = 

o; 

d'où 

dx 

b'x 

L'équation  de  l'ellipse  donne  deux  valeurs  de  j, 

b    r 


y,=  -h  -  V  «-  —  x\     jj  = v'«^  —  .r', 

Il  a 

auxquelles  correspondent  deux  valeurs  de  —5  qui  sont 

f/ji  b         X  dy-,        b         X 


d.r  il  .i„i 


a'  —  X' 


dx         n  ^„2  _  J.2 


En  général,  -—  a  autant  de  valeurs  que  j^. 


dx 
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2"  Soit  l'équalion 

A}'"  -h  Bx"  -+■  CxPfl  =  o , 
ou  en  tire 

m  Ay'"-' dy  -j-  /? B jc"-'  r/x -^ p Q..tP-^ yidx  +  q CxPyi- '  dy  =  o  , 
d'où 


dr 

nUx"-'  -\-  py^'XP-'yi 

dx 

m  A  j"'-'  H-  ç  C  JÎ-'  x/' 

3°  Soit 

_y3  4_^3  —  ?,nxy  =  0; 

on  en  déduit 

<-/J      «J  ■ 


dx        y  ''  —  ax 

Comme,  en  général,  à  une  même  valeur  de  x  répondent 
trois  valeurs  de  j"  ou  trois  points  de  la  courbe,  il  v  a  aussi 

trois  valeurs  correspondantes  de  —  • 

4*^  Soit  encore  l'équation 

,   •    ^  +7 
û'  sm  — —  =  xj, 
a 

qu'on  ne  pourrait  pas  résoudre  par  rapport  à  j  ;  elle  donne 


d'où 


a  ces {dx  -f-  rf/)  =  xdy  -f-  ydx  ; 


X  -\-Y 

y  —  a  ces '— 

dy  u 

dx  X  4- r 

a  ces X 


ÉLIMINATION    DES    CONSTANTES. 

83.  Entre  une  équation  donnée  et  l'équation  qu'on  en 
lire  pai-  la  difterentiation,  on  peut  éliminer  une  constante; 
il  en  résulte  une  nouvelle  équation  qui  exprime  une  pro- 
priété de  la  tangente,  commune  à  toutes  les  courbes  que 

5. 
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représente  l'équation  proposée,  quand  on  y  donne  diflé- 

rentes  valeurs  à  la  constante. 

Ainsi,  soit  j'=2flj:; 

on  en  lire  ydy  =.  ad.r, 

puis,  en  éliminant  a, 

dx 
dy 

C'est-à-dire  que,  dans  toutes  les  paraboles  qui  ont  le 

même  axe  et  le  même  sommet,  la   sous-tangente  est 

double  de  V abscisse  du  point  de  contact,  quel  que  soit  le 

paramètre  2 a. 

L'équation 

j-  =  2  ax  •+-  rt% 

qui  représente  une  suite  de  paraboles  ayant  le  même  axe 


Fig.  6. 


et  le  même  foyer,  conduit, 
par  l'élimination  de  «,  à 
l'équation 

[drY         dy 
d'où 


ou 


dy        —  X 

H-  sjr"^  -H  r' 

dx 

dy 

^•^''Tx 

y 

=  v'-^' -+-:>''; 

mais 

on  aura  donc 


.r  =  FP,      r-f-  =  PN,     Vj-^-hj'  =  FM; 
dx 


FM=:FN,     puis     FM  =  FT. 

C'est-à-dire  que  dans  toute  parabole  le  foyer  est  égale- 
ment distant  des  points  où.  la  tangente  et  la  normale 
rencontrent  Vaxe,  ainsi  que  du  point  de  contact. 
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FONCTIONS    IMPLICITES    DONNÉES     PAR    PLUSIEURS 
ÉQUATIONS. 

84.  Deux  fonctions  implicites  de  .r,  savoir  j  et  z,  étant 
données  par  les  équations 

(i)  /{^^  J,  2)  =  o, 

(2)  ¥[x,  y,  z)  =  o, 

on    peut  obtenir  -f-  et  ^   sans  les  résoudre.  En  efl'et, 
^  dx         dx 

si  l'on  portait  dans  les  équations  (i)  et  (2)  les  valeurs 

dey  et  de  z  en  fonction  de  x  qu'elles  déterminent,  savoir 

y  =  c5)(j:)  et  z  =  t|<(a;),  les  premiers  membres 

/[j-,  (p(^),-]/(a,')],     F[x,  t^[x),  ^{x)^ 

seraient  identiquement  nuls;  donc  leurs  difTérentielles 
seraient  nulles  aussi.  Il  faut  donc  égaler  à  zéro  les  diffé- 
rentielles dey  (j:,  j^,  ^)  et  de  F  {x,^y^  2),  en  y  regardant 
>  et^  comme  des  fonctions  de  la  variable  indépendante  x. 
On  obtient  ainsi 

équations  qui  renferment  les  deux  inconnues  —  et  — 

dx       dx 

au  premier  degré  seulement  :  on  en  tire 

dfd'Ç  _(ifdY 
dy        dx  dz  dz    d.r 

dx  ^  dfdV        df  d  f' 

dz  d  Y         dy   dz 

dfdV  dfdY 

dz         dy  dx  dx  d  y 

'dx~  dfd  F  d/d  F  ' 

dz  dy  dy  dz 
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Si  l'cqualion  (i)  ne  contenait  pas  a:,  on  aurait 


dx 


et  réquatiou  (3)  deviendrait  simplement 


d'où  Ton  lirerait 


rly  dz 


1/3  (Iy 


dy  (if 

dz 

Celle  dernière  expression  est  le  rapport  des  diiïérenlielles 
de  z  et  àcy  considérées  comme  fonctions  de  x;  mais  c'est 
aussi  bien  la  fonction  dérivée  de  z  considérée  comme 
fonction  de  /,  en  regardant  j^  comme  une  variable  indé- 
pendante. En  e/Tet,  z  étant  fonction  dej) ,,  en  posant 

~  =  t(j) 

et  prenant  les  di(Térentielles  par  rapport  à  x^  on  a,  d'a- 
près la  l'ègle  des  fonctions  de  fonctions, 

dz 

dz=^'{y)dy,     d'où     <p'(7)  =  — • 

85.  En  général,  si  Ton  a  11  équations  entre  n  +  i  varia- 
bles, une  seule  sera  indépendante  et  toutes  les  autres  se- 
ront fonctions  de  celle-là.  On  égalera  à  zéro  lesdiiréren- 
tiellesdes  premiers  membres  de  toutes  ces  équations;  on 
aura  ainsi  //  équations  où  dx,  dj^  dz^  etc.,  entreront  au 

premier  degré,   et  d'où  l'on  tirera    les  valeurs  de   -f-? 


dx 


dz 

-ri  etc. 

de 


86.   Soient,  comme  exemple,  les  deux  équations 

(i)  a-  +  j^  +  t^  =  .<% 

(  a)  nx  4-  h  y  -H  rr.  -\-  It  =0, 


1 
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on  en  lire,  par  la  différentiation, 

xdx  -{-  ydy  -\-  zdz  =  o , 
adx  -f-  bdy  -4-  idz  =.  o, 

d'où 

(3) 


(4) 


dy 

az  —  c.v 

dx 

dz 

cy  —  hz 
hx  —  ny 

dx 

CY  —  bz 

Voici  rinterprétation  géométrique  de  ce  résultat  :  les 
coordonnées  étant  supposées  rectangulaires,  les  équa- 
tions (i)  et  (2)  représentent,  la  première  une  sphère  dont 
le  centre  est  à  l'origine  des  coordonnées  et  la  seconde  un 
plan  ;  le  système  des  deux  équations  représente  donc  le 
cercle  résultant  de   l'intersection  de  ces  deux  surfaces. 

dy       dz  ,  ,,.!,., 

-y- et —donnent  1  inclinaison  des  tangentes  aux  projec- 
tions de  ce  cercle  sur  le  plan  des  xj  et  sur  celui  des  zx. 

On  connaît  donc  la  projection  de  la  tangente  sur  deux 
des  plans  coordonnés,  et  par  suite  celte  tangente  elle- 
même. 

DÉaiVÉES    ET    DIFFÉRENTIELLES    DE    DIVERS    ORDRES. 

87.  Soitj^=y(x)  une  fonction  quelconque  de  j:,  ety' 
sa  dérivée.  Cette  dérivée  étant  une  fonction  de  x,  on  peut 
la  différentier,  et  l'on  obtient  ainsi  la  fonction  dérivée 
àGj'^  que  l'on  appelle  la  dérivée  seconde,  ou  du  second 
ordre  dejy,  et  qu'on  désigne  par  j".  De  même  j"  aura 
une  dérivéej  '",  et,  en  continuant  ainsi,  on  aura  les  déri- 
vées de  tous  les  ordres  àe  j.  On  les  représente  aussi  par 
f{x)J-"[x),f"'{x),.... 

A  ces  dérivées  correspondent  les  dillércntielles  succes- 
sives de  y.  En  regardant  /*,  qui  est  l'accroissement  arbi- 
traire de  X  comme  une  constante,  on  a 

dy  =y'h,      d{dy)  =  d [y' h)  ^ y" h\ 
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et  ainsi  de  suite 5  donc,  si  l'on  représente  d[dy)  parc?*j, 
d  [d'^j)  par  d^j,  et  ainsi  de  suite,  on  pourra  écrire 

dy=y'h,      d'j=y"h\       d'j=y"'h\...,     d-y=yi-)h-. 

Comme  /i,  ou  l'accroissement  arbitraire  de  x,  est  la 
même  chose  que  dx^  ces  relations  deviennent 

dy=y'dx,     d''y=y"  dx'^,     d^y  =  y"'dx\...,     d"y=y^"^dx". 

On  tire  de  là  les  expressions  suivantes  pour  les  déri- 
vées successives, 

,  __  dy  ^,  _  d'Y  „, d^y  ^^^  __  d"r 

•^    ~  TLc''     -^    ~7l^'     ^    ~7/.r'"'*"'      -^  "'~dx"' 

88.   Exemples  :  1°  y  =  x'". 

y  ou  =  i/ix'"~', 

dx 

—  ^n.[.n-,)x^   -, 

d^  Y 

—~  =  m  (/;j  —  I  )  (/"  —  2  )  x'""', 

d"r 

— —  =  mym  —  \).  .  .(m  —  n  +  i ) .».•"'""", 

dx" 

d"'y 

— —  =  mim  —  1 1 .  .  .  3 . 2 .  I . 

eV.r"'  ^  ' 

On  voit  que,  si  m  est  entier,  -j—^^  a  une  valeur  con- 
stante, et  que  les  dérivées  ultérieures  se  réduisent  à  zéro. 

2»  j  =  A.r^  -h  B.»:'"-'  -h  Cx'"-^  -f- 

dy 

~::=mA x'"~'  -\-  (m  —  i )  B.r"—'  -H .  .  . , 

dx 

d^r 

— —  =:  iii[i/i  —  1)  Au,'"  '■+(/«  —  1)  [m  —  3)  Ba:"'~=-1-.  .  .y 


SIXIÈME    LEÇON.  73 

Cl,  si  m  est  un  nombre  entier, 

-; =  I  .  2  .  3  .  .  .  /«  .  A  . 

d.Tf' 
Les  dérivées  suivantes  sont  nulles. 
3»  j=«^ 


Si  a  =  e,  on  a 


dy d-y r/"  - 


f/j:        ^x'        "  '  dx"        ^ 


— —  =  X   '  Aoiie, 
dx  * 

'l'y  ,  , 

dx"" 


d>y 

-—  =  ,.2.^-'    loge, 


5° 


J  =  sin.r  ; 

fly  d^y  .  d^  Y  d*Y 

—  =  cosx,      -    =  — sinjr,    — --i  =  —  cos.r,    _— —  sinx. 

cU  dx-  d.v^  '     ^^' 

Les  dérivées    suivantes  reprennent   périodiquement  ces 
quatre  valeurs. 

On  peut  remarquer  aussi  que 

^  =  sin(..+  ^.); 

,.,    ,       d'y  .     I  2     \  ('/■■' y  /  3     \ 

dou     —  =  s,n^x+-.j,      _  =  si„(.rH--,^,..., 

«•t  en  général 

^^"J-  .In 
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Pour  }  =  cos.r,  on  trouverait 
d"  y 


a.r"  \  ■! 

89.  Quand  la  fonction  j^  est  implicite,  on  peut  avoir 
ses  dérivées  successives  sans  résoudre  T équation  qui  la 
détermine.  Ainsi,  soit 

(')  /{■'>'■,  y)  =  o, 

on  aura 

(2  —  +  --^j'=0, 

a.r        dy 

équation  qui  fournit  d'abord  la  valeur  de  j'  en  fonction 
de  X  et  de  j,  ou  en  fonction  de  x  seulement  si  l'on  éli- 
mine y  entre  les  équations  (i)  et  (2). 
Maintenant,  représentons  par 

1  équation  (2),  ou  plus  généralement  une  combinaison 
quelconque  des  équations  (1)  et  (2).  On  pourra  considé- 
rer la  fonction  q?  comme  identiquement  nulle,  si  l'on  y 
suppose  y  et  y'  remplacées  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  X.  Donc  on  doit  avoir  r/^  =  o,  ou 

-Ldx-^  --^  dy+  -^  dj'  =  o; 
dx  dy  dy 

d'où 

3  --l  +  _I/-4- -L  j"  =  o. 

dx        dy  dy 

Celte  équation  fera  connaître  j"  en  fonction  de  x^y  cl 
7',  ou  en  fonction  de  x  seule,  si  l'on  éliminej'etj  '  entre 
les  équations  (i),  (2)  et  (3)  (*). 

(")  Si  l'équalion  (1)  renferme  deux  constantes,  on  peut  les  éliminer 
entre  les  équations  (i),  {2)  et  (3),  et  l'on  arrivera  ainsi  à  une  équation 
exprimant  une  propriété  commune  à  toutes  les  courbes  représentées  par 
l'équation  (1),  dans  laquelle  on  ferait  varier  ces  constantes  (83).  On  pour- 
rait éliminer  un  plus  (jrand  nombre  de  constantes  en  formant  un  nombre 
'Suffisant  d'équations  difl'ércniicllos. 
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On  trouverait  de  mèmej'"',  7'",  etc. 

Nous  verrons  plus  loin  {n^  H 1  )  comment  les  équations 
qui  déterminent  j",  y"\  etc.,  peuvent  se  former  au  moyen 
des  dérivées  successives  du  premier  membre/"  (j:,r)  de 
l'équation  primitive,  prises  par  rapport  à  xet  à  >  . 

DU    CHANGEMENT    DE    LA    VARIABLE    INDÉPENDANTE. 

90.  Si  l'on  a  n  équations  entre  [n-\-  i)  variables,  j,  x, 
t,  u,  i^, .  .  . ,  ou  peut  en  regarder  une  comme  indépen- 
dante, et  imaginer  que  toutes  les  autres  soient  exprimées 
en  fonction  de  celle-ci.   Si   l'on  choisit  t,  par  exemple, 

on  a 

y  =  ■]^{t)      et      d"y  —  ^î>(")  (/)r//". 

Supposons,  maintenant,  qu'auparavant  x  ait  été  la  va- 
riable indépendante,  et  que  l'on  ait 

y—fU)     et     .r=y(?). 

L'élimination  de  x  entre  ces  deux  équatioijs  conduirait 
à  l'équation  7  =(j;(f),  qui,  par  la  ditîérentiation  immé- 
diate, donnerait  les  dérivées  ^^'(i),  y  (^)5...,  (L'"'  (/)  dej, 
en  considérant^  comme  fonction  de  la  nouvelle  variable 
indépendante  t. 

Le  problème  que  nous  allons  traiter  consiste  à  expri  mer, 
sans  passer  par  l'élimination  de  .r,  les  dérivées  ou  dilïe- 
rentielles  successives  de  }  considérée  comme  fonction  de  t, 
au  moyen  dey(j:),/''(jc),  etc.,  et  des  dérivées  ou  difl'é- 
rentielles  de  x  prises  en  regardant  x  comme  fonction  de  t. 

91 .  A  cet  effet,  si  Ton  prend  t  pour  variable  indépen- 
dante, et  que  l'on  considère  x  etj^  comme  fonctions  de  ?, 
on  a,  d'après  la  règle  des  fonctions  de  fonctions, 

dyz=zf'[x)dx. 

En  différentiant  cette  équation  par  rapport  à  l  et  legar- 
dant  dx^  non  plus  comme  une  constante,  mais  comme 
une  fonction  de  Z,  on  a 

cr-y^f"[x)dx-  +  f'{.r)d^'X. 
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On  liouve  de  même 

d'y=f"'[x)d.v-'-^-i/"{x)dxd'x+f'{x)d'x; 

et  ainsi  de  suite. 

Si,  au  lieu  des  différentielles  dej  ou  de  ^  [t)  par  rapport 
à  f,  on  veut  avoir  ses  dérivées  '^' [t)  enj;"(ï),  etc.,  il  suffit 
de  diviser  les  équations  précédentes  par  dt^  dt^,  dl^  res- 
pectivement, ce  qui  donne 

V{t)=f'{x).'{t), 

Y{t)  =  f"{x)<i'[tY^f'{x)."{t), 

^"■[t)=r[xw{tr+zf"{xw{t)^"[t)-^f'[x)^"'{t). 

92.  Réciproquement,  si  l'on  connaît  les  différentielles 
ou  les  dérivées  successives  de  x  et  de  j  considérées  comme 
des  fonctions  g)  (ï),  ^p  (ï)  de  la  variable  indépendante  t,  on 
en  peut  déduire  lesdérivées^' (.r),J"(x),  etc.,  àej  consi- 
dérée comme  fonction  de  x.  Car  on  tire  des  équations 
précédentes  : 


/"'(^)  = 


dx^ 
dx  {dxd^Y  —  dyd^x)  —  3 d'^x  { dxd'^y  —  dyd^x) 


dx' 

les  différentielles  dans  les  seconds  membres   étant  tou- 
jours relatives  à  t. 

93.  Voici  un  autre  moyen  d'arriver  à  ces  formules. 

On  a  d'abord  /'(x)=^'. 

En  diflérentiant  les  deux  membres  de  celte  équation  par 
rapport  à  ?,  on  trouve 

f     x)dx  =.d.—  —  — ' 

^     '  d.x  dx^ 
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er,  en  divisant  par  dx^ 

dxd^y  —  djrd^x 


/"[x)  = 


dx' 


Une  nonvelle  différentiation  par  rapport  à  t  fera  con- 
naître/"'"(j;),  et  ainsi  de  suite. 

94.  On  doit  remarquer  que  la  dérivée  première^'  (x)  est 
la  seule  dont  l'expression  par  les  différentielles  de  x  etde  ) 
reste  la  même,  quand  on  cesse  de  prendre  x  pour  variable 
indépendante  ou  quand  dx  cesse  d'être  constante. 

En  effet, /'(o^')  est  toujours  exprimée  par  —5    tandis 

que  les  autres  dérivées /"(a:),y'(a:),  etc.,  qui  sont  re- 

d-Y    d^r  , 

présentées  par -— )  -— ?  etc.,  lorsque  x  est  la  variable 

indépendante,  ont  des  expressions  plus  compliquées  quand 
on  regarde  x  et  j  comme  des  fonctions  de  la  nouvelle  va- 
riable indépendante  t. 

95.  Il  se  présente  ici  une  vérification  des  formules  gé- 
nérales. Si  l'on  prend  x  pour  variable  indépendante,  en 
faisant  x  =  t,  on  a 


dx                 d^x 

d^x 

de=''      dr-^""' 

de  =""' 

et  1 

l'on  trouve 

/'w=S'  /"w=ë' 

•^     ^    '         dx' 

dx  est  à  présent  constante,    et    les   différentielles    dy, 
d^j,  etc.,  se  rapportent  à  x. 

96.   Si  Ton  prenaitj^  pour  variable  indépendante,  l'é- 
quation 

étant  résolue  par  rapport  à  x,  donnerait  une  valeur  de  la 
forme 
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F(j)  esl  (}ile  \a  fonction  ùwerse  iXa  f[x).   Il   faudrait 
faire  alors  j  =  t,  d'où 

flj  =  dt,        cPy  =0,       f/3j    =r  o  ,  .  .  .  , 

puis 


iix      /(ix\      F'(r) 

d-x 

•^   ^  '  dx'  /dxy         v'irY' 

—  dxdyd^x  -\r  3dj{d^x)'' 


dx' 
dx  d^x        ,    /V/'.r 


r{x) 


_^       dy  dy-'^      \dj^J    ^3F"{xy--F'iy)¥"'{y) 
idxy  F'(jr)^ 

97.   Voici  un  exemple  du  changement  de  la  variable 
indépendante, 

Soitj^  =:J'(^x),  et  soit  l'expression 

'■^dx^l  \y+/'{xyY 


~        dy       ~      f"[x) 

dx-" 

dans  laquelle  dj  et  d'^y  désignent  les  différentielles  de  y 
ovi  dey(x)  p;tr  rapport  à  la  variable  indépendante  x. 

1°  Si  l'on  prend  pour  variable  indépendante  une  autre 
variable  f,  liée  à  a:  et  à  y  par  les  équations 

.r=y(^),       y=^[t\ 

les  relations  précédemment  trouvées  (92)  donneront 


y       dx^)         _^__^___ 

dx.d-Y  —  djd^x        dxd'^y  —  dyd'^x' 
dx? 


dx^-hdy^] 
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OU  bien 


?'(0--'J 


W{tY  +  -^'{iYy 


2"  Si  l'on  prend  pour  variable  indépendanlc  la  fonc- 
tion inverse j,  on  aura,  en  supposant  x  =  ¥  [  7  ), 


h(l)T 


[>  +  r'(r)n' 


-  cl^  F"(j) 

Par  exemple,  si  l'on  a 

x-=:a[t — sinf),     j  =  a{i  —  cost), 

on  aura 

dx  =^  a[i  —  cost)dl,        (If  =.  asintde, 

d'x  =  «sin  tdl-,  d'^y  =  acottdt\ 

La  substitution  de  ces  valeurs  donne  (en  omettant  le 
signe—),  

a  =  'J.a\/2,{i  —  cos <)  =  2  y 2 ay. 

EXERCICES. 

1 .   Trouver  la  dérivée  de  la  fonction  y  donnée  par  l'équation 


■^  \/ï  +  J  +  jVi  + -^  =  o. 


„  dy  v/ï+J   J  +  2v/(i+.x')(i-|-j) 

Solution,      -y-  —  —  \  •  /  ^ —  ■ 

"^  v/i+x   .r  +  'iv/(i-t-J:)(i4-j) 

2.  Eliminer  la  constante  a  f/^'  l'écfiation 

m 

Y=  ax-\ • 

a 


\dx)        ^d 


Solution.  -^  l  "^  )  — y  -f-  -\-fn  z=z  o. 
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'.i.  Éliminer  a  el  h  tic  V équation 

Y  —  nx^  —  bx  =  o. 

d-y       2  dy       2r 

Solution.  -7-^ ~\ — v  =  o. 

dx.-       X  dx      X- 

A.  Eliminer  a,  b  r^  c  de  l'équation 

z  =.  ax->rhy-\-c, 

y  étant  une  fonction  de  x . 

_  fPz   d''-Y      cP  z  fPr 

Solution.  -7— t  •  -r-v ;— 7  •  -rV  =  o. 

dx     dx-        dx-    dx 

Vi.  Démontrer  cjue  si  u  et  v  sont  des  fonctions  de  x.  on  a 

d"'u('        d"'u  d(>    d"'~Ui      m(m  —\)  d-i'   d"'~^u 

r/j/"  d.1-^  dx   dx!    '  1.2       dx-    dx'"  • 

G.   Trouver  la  dérivée  de  Vordre  m  de  la  fonction 

Solution  .        '^  =  t-^  «^«s  e  ^qs  (  j:  sin  0  +  m  0  ) . 
dx 

7.   Trouver  la  dérivée  de  l'ordre  m  de  In  fonction 

j=.r"(i— .r)". 


Solution. 

-— ^  =  rt  «  —  I 

dx'"  ^ 


[n-m  +  i)(i-x)"x^-'"\i-- — '^ 

^  L        n  —  m-\-i  I 


m{m  —  i) n[n  —  \) x""  1 

\~%        {n  —  m^i)[n  —  m  +  7.)[i  —  xf       '"} 

d'y  dy'    ,     ,rV 

dx-  dx"  dx^ 

Que  devient  cette  équation  quand  la  variable  indépendante  est  y? 

d\T    , 

Solution.  -7—  -\-x  —  e-  =0. 

dy  ,  >' 

fl-f:       ^i-\-x- 

Que  devient  cette  équation  quand  on  prend  t  pour  variable  indé- 
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pendante,  snrluiiil  (juon  a 

t.  =l(.r+v/i-H.r')-.' 

<Iy 
Solution.  -7-  +  >"  =  "• 

(U 

\0.  {i  —  x^)-r^—x-j--\-n^Y=o,      .r  =  fOS/. 

dx  dx 

Preiidre  t  pour  varinhle  indépendante. 
SouiTlON.  -rV  +  n'  )  —  o. 


I  •     2^  pditior. 
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DIFFÉRENTIATION  DES  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES 
INDÉPENDANTES. 

Diirérenlielles  partielles  et  totales.  —  Propriétés  de  la  dinerentielle  totale. 
—  Difrerentielle  d'une  fonction  composée,  d'une  fonction  implicite.  — 
Dérivées  et  dilTcrentielles  de  divers  ordres.  —  Théorème  sur  l'ordre  des 
différentiations.  —  Différentielles  totales  de  divers  ordres  des  fonctions 
explicites  ou  implicites. 


niFFÉP.ENTîELLES    PARTIELLES    ET   TOTALES   p'lNE   FONCTION 
nE    PLUSIEURS    VARIABLES    INDÉPEJNDAJNTES. 

98.   Si  dans  une  fonciion  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes 

ii=f[x,y,z), 

on  ne  fait   varier  que   x,    et  qu'on  prenne  la  dérivée 
de  la  fonction  par  rapport  à  a:,  celte  dérivée  partielle 

(qui  est  la  limite  du  rapport  —  |  sera  une  certaine  fonc- 

,  ,  ,  .       f/u 

lion  cp(x,  y,  z)\   on  la  représente  par  la  notation  -7-  ou 

Zj—L^-Lll.  Eu  multipliant  la  dérivée  partielle  par  flx  ou 

dx 
par  raccroissement  arbitraire de.r,on  aura  \a. différentielle 

partielle  de  u  par  rapport  à  .r,  o[x^j^  z)dx,  ou  -^f^^- 
On  pourra  prendre  de  même  la  dérivée  et  la  difîéren- 

lielle  de  u  par  rapport  à  /,  et  aussi  par  rapport  à  z. 
99.   Si  l'on  pose 

du  ,  du.  du 

la  somme  des  différentielles  partielles  de  u  par  rapport 
à  toutes  les  variables,  ou 

«fx,  y,  z)dx  -\-  ■];(  ,r,  y,  z)  dy+  x{x,  y,  z)dz, 
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sera  ce  qu'on  appelle  la  différent ieïle  totala  de  u.  Dans 
celte  expression,  dx^  dy ,  dz  désignent  les  accroissements 
arbitraires  de  ^,  ) ,  z,  ou  A.r,  Aj,  Az. 

100.  Pour  trouver  l'expression  de  l'accroissement  total 
^u  de  la  fonction  u^  nous  allons  reprendre  la  marche 
suivie  pour  démontrer  la  règle  des  fonctions  composées. 
On  aura,  en  désignant  par  a,  ê,  y  des  fonctions  qui  tendent 
vers  zéro,  avec  Ax,  Aj"  et  A  2;  respectivement, 

(.l)/(jr+Aj:,7,  2)  — /( Jr,  J,  2)  =  [œ(.r,  j,  z) -f- a]  Ajr^ 
(2)  f[x,  y  +  Aj,  z)  -f{x,y,  z)  =  [^[x,y,z)  +  g]Aj, 
(3)/(j:,J,  z  +A3)— /(.r,r,  3)  =r  [;^(.r,  r,  =)  -f- vJAs. 

Supposons  que  l'on  fasse  varier  seulement  x  dans  l'é- 
quation (2),  puis  X  et  7  dans  l'équation  (3),  il  viendra 

(i)  ^  ^^^  -f- A./.-,  r-h  Aj,z)  —f[x-\-  A.r,j,  z) 

et 

o'  s'évanouissant  avec  Ax  et  Aj^,  et  7'  avec  Ax,  Aj  et 
Az. 

Si  l'on  ajoute  la  première  équation  avec  les  deux  der- 
nières,  il  vient 

/(j:  +  A.r,j4-Aj,  3  +  A:)  — /(.r,  j,  z) 

ou,  en  désignant  par  (3'' et  y"  de  nouvelles  fonctions  qui 
lendent  vers  o, 

^  I  4-(aAi--l-  [i"A}   +7"Az). 

Ainsi  l'accroissement  de  la  fonction  «  se  compose  de 
deux  parties  :  dans  l'une,  les  accroissements  des  variables 

6. 
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soiU  vnnllipliés  par  des  fonctions  indépendantes  de  ces 
accroissements,  et  qui  sont  les  dérivées  partielles  de  m; 
dans  l'autre,  ces  accroissements  sont  multipliés  par  des 
quantités  a,  p",  y"  qui  s'évanouissent  en  même  temps 
qu'eux.  Dans  le  cas  où  les  variables  indépendantes  se  ré- 
duisent à  une  seule,  la  première  partie  se  nomme  difle- 
rentielle  de  la  fonction.  Il  est  donc  naturel  de  donner, 
dans  tous  les  cas,  à  celte  première  partie,  le  nom  de  dif- 
férentielle totale. 

10 1 .  Voici  quelques  exemples  de  différentielles  totales  • 

1°         u  —  .r"'y",      dii^  m.r"'-'j''d.T -\-  n.r"'y'-'dy. 


•x~ 

du 

V-r'  -f-  y^ 

a  \^x^  ^  jr'  •  dy  —  oy  d  \  .r^  -|-  y'- 

~                          x^-f-j^ 

et  comme 

(1 1  -T.'  -+-  y^  —  — - — ■ — ~ ^ 

\'x-  -h  y' 

il  vient 

—  axy  dx  -f-  ax'dj 

du  =  Y * 

3" 

y 

u  =  arc  tang  —i 

d'^ 

X          X  dy  —  y  dx 

X- 

VROPUIÉTÉS    DE    LA    DlFFÉRExNTlELLE    TOTALE. 

10^.  Nous  avons  vu,  au  commencement  du  Cours  (22), 
que  la  limite  du  rapport  de  raccroissement  d'une  fonction 
d'une  seule  variable  à  sa  diflérentielle  est  l'unité  (pourvu 
que  la  différentielle  ne  soit  pas  nulle).  Le  même  théo- 
rème a  lieu  pour  les  fonctions  de  plusieurs  variables  in- 
dépendantes. 

On  a,  d'après  la  définition  de  la  différentielle  totale. 

du  ■='^{x,r,z]^x  ^■\>{x,y,z)ày  +  x(^'^'')'^^' 
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par  conséquent  (!00), 

\u  —  du  =zx\.r.  -\-  fî"A/  +  7 "A  z  ; 
puis,  en  divisant  par  r/u, 

au  ^    A.r  A.r 

—  I 


Lorsque  Ax,  Aj  ,  Az,  devienfient  infinimcMit  petits, 
le  numérateur  tend  vers  zéro,  mais  le  dénominateur  ne 
devient  pas  infiniment  petit,  tant  que  l'un  au  moins  des 

Aj      A2  1   •  •  I        I-       •  1      -^M  J 

lapports  — ?  —  reste  arbitraire.  La  limite  de  -—  est  donc 

A.r     A.r  du 

l'unité,   si   les  valeurs  des  accroisseuients  A.r,  Aj",  As, 
n'annulent  pas  du. 

103.  Quand  une  Jonction  de  plusieurs  variables  est 
constante,  sa  différentielle  totale  est  nulle. 

En  ellet,  la  dérivée  de   cette  fonction   par  rapport    à 

chaque  variable  est  nulle,  par  conséquent  sa  dilléientielle 

,  .  du    .  du    .  du    ,  .. 

totale,  (lui  est  -—  dx  H — —  rty  H — —  <i^t  est  nulle  aussi. 
'  dx  dy    ^  dz 

On  en  conclut  que  si  deux  fonctions  ont  une  dilTérence 

constante,  leurs  différentielles  partielles  ou  totales  sont 

égales.  Car  si  u —  v  =.  c,  c  étant  une  constante,  on  a 

d[u  —  t')      ou      du  —  du  =  o      et     du  =  df. 

Fa  réciproquement,  si  du  =  dv,  on  a 


égalité  qui  enlraine  les  suivantes  : 

d^u  —  i'  )  d  (u  —  ('  )  d  [n  —  r-  ) 

dx  '  dj  dz 

puisque  les  accroissements  dx .,  dj  ,  dz  sont  tout  à  fait 
arbitraires.  Par  conséquent  la  dillérence  w  —  w  est  indé- 
pendante de  chacune  de;  variables  x,  y  et  z  (2i).  C'est 
donc  une  constante. 
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DIFFÉRENT! AïIOJN  DUNE    FOJNCTIO-^    COMPOSÉE   DE    FOJXCTIOKS 
DE    PLUSIEURS    VARIABLES    INDÉPENDANTES. 

104.  Si  une  fonction  est  composée,  par  exemple,  de 
deux  fonctions  des  variables  indépendantes  x,  y,  z, 
comme  />  =  F(«,  u),  on  aura,  en  la  différenlianl  tour 
à  tour  par  rapport  à  chaque  variable, 


dp 

dx 

dp  du  dp  dv 
du  dx        dv    dx 

dp 

dy 

dp  du  dp  dv 
du  dy        dv    dy 

dp 
dz 

dp  du  dp  dv 
du  dz         dv  dz   ' 

-j-f  -j-  désii^naut  les  dérivées  de  n  ou  de  F(//,  v)  prises 
du    dv  ^  \    '     I  k 

par  rapport  à  chacune  des  quantités  ii  et  w»,  comme  si  // 

et  V  étaient  des  variables  indépendantes^ 

En  multipliant  les  dérivées  -ri  -!—>  -7-  par  dx.  dy,  dz 
^  dx     dy    dz  '■  ^ 

respectivement  et  ajoutant,  on  aura  la  différentielle  to- 
tale de  /?, 

du  dp   , 

dp  =  -!-  du  -{■  -!~  dv. 
du  dv 

Les  lacteuis  du  et  dv  (jui  multiplient  les  dérivées  par- 
tielles —  5  -/-  désignent  les  différentielles  totales  de  u  et 

du     dv 

de  v.  Ainsi  le  théorème  relatif  à  la  différentiation  d'une 
fonction  composée  (47)  s'étend  au  cas  de  plusieurs  va- 
liables  indépendantes. 

DIFFÉRENTIELLES    DES    FONCTIONS   IMPLICITES    DE    PLUSIEURS 
VARIABLES    INDÉPENDANTES. 

105.   Soient,  par  exemple,  les  deux  équations 

(1)  /"(j;,  j,  2,  «,  p)  =  o, 

(9,)  l' (■•'•,  J,  z,  ",  ••)  =0. 
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Oa  peut  choisir  x,  7 ,  z  pour  variables  indépendauies  : 
alors  a  et  v  sont  des  fonctions  implicites  de  ces  variables. 
Or,  y(x,  r?  2,  u,  v)  et  F(x,  j,  s,  //,  v-)  ayant,  pour 
toutes  les  valeurs  des  variables  x^j^  s,  une  valeur  con- 
stante qui  est  zéro,  leurs  différentielles  totales  doivent 
être  nulles  (i03).  On  aura  donc 

df  clf  (If  flf  (If 

ax  (ly  (Iz  (la  «c 


4         -—  f/.r  +  — -  r/j  -4-  -—  <:/3  +  -—  </«  +  -—  (h  =  o. 
(lv  (ly  (Iz  ciii  (lv 


De  ces  deux  équations  on  tirera  les  valeurs  de  du  et  de  dv 
qui  s'y  trouvent  au  premier  degré. 

DÉRIVÉES    ET    DIFFÉUEKTIELLES    LE    UIVEKS    OUDUES. 

106.  Soit 

u=f{.r,  j,  z) 

une.  fonction  des  variables  indépendantes  a,  j,  z.  Les 
règles     relatives    aux    fonctions    d'une    seule    variable 

donnent    immédiatement   les    déiivécs    successives    --1 

(b: 

(l-ii  d"  u  .     du  d"  it         du  d"(i 

d.r^  dx"     ^  (ly  dj"         dz  dz" 

Or  toutes  ces  déi'ivées  sont  des  fonctions  de  x,  y  et  ^, 
qui  ont  elles-mêmes  leurs  dérivées  par  rapport  à  chacune 

(  du\ 

des  variables.  Ainsi  Ton  peut  prendre  — ^  —  ■>  c'est- 
à-dire  la  dérivée  par  rapport  à  j  de  la  dérivée  de  u  par 
rapport  à  x. 

Pour   plus  de  clarté,   on    pourrait    indiquer  ces  deux 

!(la\ 


opérations   successives    par   ou   -; — r-;    mais  il 

^  d)  (Ir  d.) 
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^        ,,  ,      .  .  I  ddll  d-U 

suint   décrire    simplement     ,      -    ou  —, — —•,    parce   que 

*  dy  dx  dy  dx       *■  ' 

l'ordre  des  diftérentielles  dj  et  dx  au  dénominateur  in- 
dique suffisamment  qu'il  faut  prendre  d'abord  la  dérivée 

1  <  .du  .,,,., 

de  u  par  rapport  a  x,  qui  est  — i  et  ensuite   la   dérivée 

y       du  ,  ^.  ^  d'^U  .  11, 

de  -—  par  rapport  a  r.  Ue  même  - — —  exprimera  Ja  de- 

dx  ^  '■^  ^  dx  dy       '- 

rivée  par  rapport  à  x  de  la  dérivée  de  u  par  rapport  à  y. 

On  indique  d'une  manière  semblable  le  résultat  d'un 

nombre  quelconque  de  ditFérentiations  exécutées  dans  un 

certain  ordre  sur  la  fonction  m,  par  rapport  aux  diverses 

d^ii 
variables    qu'elle    renferme.     Ainsi     - — ; — ; — —    siernifie 
i  dzdxdyUx        ^ 

qu'il  faut  prendre  d'abord    ,=  Ui,  ensuite  ——  =u,.  puis 
'  ^  dx  dy  '    ' 

dtij  ,,       du,  /-.       j         •  /      1 

—  = //s ,  et  cnlin  ——  =  /<.,.  Ce  dernier  résultat  u-,   est 

dx  dz 

ce  qu  exprime  la  notation  - — ; — : — ^• 
'  ^  tlzdxdyti.v 

THÉORÈME    SCR    LORDRE    DES    DIFFÉREIVTIATIOA'S. 

107 .  Le  résultat  final  de  plusieurs  dij^éreulialions  suc- 
cessives est  toujours  le  niênie,  quel  que  soit  l'ordre  dans 
lequel  on  opère  par  rapport  aux  diverses  ^yariables. 

Je  dis  d'abord  que 

du  du 

dx  dy  d"^  u  d'u 


nii  que 


dy  dx  dy  dx        dx  dy 

En  eifet.  si  Ton  ne  fait  varier  dans  la  fonction  u  que  .< 
et  js  on  peut,  en  faisant  abstraction  des  autres  variables, 
représenter  u  par/(j-,  j  )•  Or  on  a 

(0         /(^  4-  /',j  )  -/(-^-^  y^  =  {j^  -+-  ^)  /'' 

V  étant  une  fonction  de  r,  i  etA,(jui  tend  vers  zéro  en 
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même  temps  que//,  quelle  que  soil  la  valeur  qu'on  donne 
àj. 

Changeons  dans  celte  équation  j^  en  >  -h  A.  Le  premier 
membre  devient 

Dans  le  second,  -7-  devient 

dn 
ri  — - 
r/u  clx   ,         „  , 

1 /■  +  S/-, 

ilx  dy 

0  tendant  vers  zéro  avec  A'  ;  a  prendra  une  nouvelle  Naleur 

dy.       . 
de  la  forme  a  -|-  a'Â  ,  a'  ayant  pour  limite  —1  si  A  dimi- 
nue jusqu'à    zéro;    cette  nouvelle  valeur  devant  encoie 
devenir  infiniment  petite  avec  h  quel  que  soit  A,  il  laul 
que  a'  s'annule  aussi  avec/?.  On  aura  donc 

f[x-\-h,y  -^  k)—f[x,j-\-  k) 

du 
d  — 

/  du  dx  \    .  ,  .     , 

-  \-r  ^  —-  h  -\-  Cj  li\  h  ^  [OL  -i-  7.'  k  ]  h . 
\dx         dy  I 

Va\  retranchant  la  première  é([uation  de  la  seconde,  puis 
divisant  par  AA,  il  vient 

/■  i  X  -4-^,   V  +  /) — /;.r,  j-4-/)— /(.r-l-//,  )-!-t-/(^,  »  ) 

I  dx 

S-f-a'. 


On  voit  (|ue  le  second  membre,  et  par  suite  le  premier,  a 

du 

~di 
pour  limite  -    -1  (luand  h  el  A  décioisscnt  indétinimcnl. 

d  y 

Mais  en  Taisant  varier  dans  /  (*',   }  )  d'abord  )    cl  en- 
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du 

suite  X.  on  trouverait  de  même  que est  encore  la  li- 

*  CIX 

mile  du  premier  membre  de  Téqualion  (3)  quand  h  et  k 
tendent  vers  zéro. 

Les  deux  limites  doivent  être  égales  -,  on  a  donc 

.  (la  (lu 

dx  dy  (fit  d-ti 


dy  dx  dydx        dxdy 

Il  est  bon  d'observer  que  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (3)  équivaut  aux  deux  expres.sions  (*) 

— et      ^-  •> 

AjtA/  A.rAj 

(le  sorte  qu'on  a  A^  A^  a  =  Aj;  A^  u, 

aussi  bien  que  dydjU   =  dj^d^u. 

108.  Il  résulte  de  là  que  si  l'on  avait  h  dilïérenller  une 
fonction  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à  diverses 
variables  et  dans  un  certain  ordre,  on  pourrait,  sans 
changer  le  résultat  final,  inteiverlir  l'ordre  de  deux  dif- 
iérentiations  consécutives.  On  démontrera  ensuite  qu'il 
est  possible  d'amener  chaque  différentialion  à  tel  rang 
qu'on  voudra,  et  par  suite  d'intervertir  à  volonté  l'ordre 
des  différentiations  successives,  de  la  même  manière 
qu'oji  démontre  en  Arithmétique  qu'un  produit  reste  le 
même,  quel  que  soit  l'ordre  de  ses  facteurs,  cjuand  on  a 
prouvé  (|u'on  peut  échanger  deux  facteurs  consécutifs. 
On  aura,  par  exemple, 

d^  a  d'' Il  ((""Il 

dxdzdxdydzdx         dzdzdydxdx  dx        dz'dydx^ 

(*)  A,K  indique  l'accroisscniciil  de  u  lorsque,  j  ne  variant  pas,  x  est 
changé  en  .r-f- A  j:.  A,  A,,  u  est  l'accroissement  de  A^h  lorsque,  a' restant  le 
même,  on  change  j  en  _y  4-  A.) .  I^a  notation  d,.  u  est  quelquefois  employée 
()oui  désigner  la  dérivée  de  u  par  rap|iort  h  x.  Alors  d,  d^n  —  </,  ('',")• 
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109.   Exemples,    i*^  u=  x'"j". 


dx 

—       J    '      ^l^.  -  —  .' 

du 

'^Tx 

d'^u 

<iy 

dydx -'""■''      ^       ' 

du 
'Ty 

d'u                      ,                  d^u 

dx 

dxdy                                     dydx 

Y 
u  =  arc  tani'  —  • 

X 

du 
dx 

—  j           du             X 

■  j;2  4_  j2  '          f/j~  jc'  ^  y'' 

d'- 

u           y-  —  X-            d' u 

dy  dx        [x''-{-y''y        dxdy 

DIFFÉRENTIELLES     TOTALES     DE     DIVERS     ORDRES     d'iJNE 
FOJNCTION  DE  PLUSIEURS   VARIABLES  IKDÉPEKDÀNTES. 

110.  Soit  II  une  fonction  de  trois  variables  indépen- 
dantes x^y,  z,  et  proposons-nous  d'en  calculer  les  dillë- 
renlielles  totales  tiu,  d^u^  d^u,  etc. 

La  différentielle  première  est 

du  du  du 

du  =z  -—  dx  -\ dy  H — -  dz. 

dx  dy  dz 

On  aura  la  différentielle  totale  de  du  ou  la  ditléren- 
lielle  totale  et  du  second  ordre  de  u,  en  prenant  la  diffé- 
rentielle totale  de  chaque  terme  de  du,  ce  qui  donne,  en 

,  r/  '  «  d''  u 

observant  que  - — -  =  - — —5  etc., 
'■        dydx         dxdy 

fd'u       ^  d'u     ,  d-^u        \ 

-— -      dx-h   ,     ,     dy+  - — —dz      dx 
\ax-  dxdy  dxdz       j 

(  d'u  (l'a  (Pu  \     . 

\dxd)  dy  dy  dz         j 

(f^u  d'u  d'il      ,\, 

'l-^-\-  1—r  'h  ■+  -7-.    'f~     '^'^ 


dxdz  dydz     -  dz:' 
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OU 

d-ii    ,  dUi     ,  d^  ti    ,  d^ Il 

dUi  =   —-  r/,r'  -^  -—  dj'  +  --  dz^  +  -x  -—-  d.idy 
dx'  (l)^  dz'  dxdy 

d"^  IL  d- u     ,     , 

4-  2  —, — r  dxdz  -\-  -ï dydz. 

d.r  dz  dy  dz   ' 

On  voit  que  d^ u  peut  se  former  en  élevant  au  carrt"  la 

1.,».,          .11                .,        du     j           du     ,           du    , 
(lillerenlielle  Tjremiere  —  ctx  -\ — —  OY  -\ «z,  pourvu 

^  dx  dy    ^  dz  *■ 

(ju'au  numérateur  de  chaque  terme  du  carré  développé 
on  remplace  dii!^  par  d'^u.  Avec  cette  convention,  on  écrit 
la  formule  symbolique 

Ida    ,         du    ,  du       \(î' 

d'u  =     -—  r/j: -(-  -—  rfr  H r  ^^-         • 

\dx  dy    '  dz       j 

On  aura  de  même,  en  général, 

(du  dit  du    .  \  ("' 

d"  u—\-r-  (h-  H-  —  dy  +  _  r/3         , 
\dx  dy  dz       ) 

Tcxposant  entre  parenthèses  indiquant  qu'il  s'agit  d'une 
formule  symbolique,  c'est-à-dire  d'une  expression  dans 
laquelle  il  faudra  remplacer  du"  par  <-/"// après  le  déve- 
loppement. 

On  démontre  la  généralité  de  cette  formule  eu  piuu- 
vantque,  si  elle  est  vraie  pour  un  certain  indice  7^,  elle 
est  encore  vraie  pour  l'indice  /i  -f-  i. 

En  effet,  un  terme  quelconque  du  développement 
symbolique  de  d"  u  est  de  la  forme 

,  ,  ■        du" 

dxl'  dj  '1  dz' 


et  / 


1.2.3.      .// 


l   .-2     .  .  /^  X   I  .  -î  .  .   •  7  X   !  .  2  .   .   .  /• 

Le  terme  correspondant  dai^s  d"  u  est 

d"  H 

i  2  )  /- ■- dx"  d)  'I  dz'. 

'  dxl'  dj  'I  dz' 

On    aura   d'"^^  u    ca  prenant   la  diiférenlielle    totale   de 


du 

du    , 

du 

dx 

dy 

T."--' 
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chaque  terme  Je  d"  ii.  Or  la  différentielle  totale  du 
terme  (2)  peut  s'obtenir  en  multipliant  sa  valeur  symbo- 
lique (i)  par  1  expression 

(3) 

pourvu  qu'après  le  développement  du  produit  on  change 
/'///"■'■'  en  r/""*"'//.  Donc  la  différentielle  totale  de  d"  u  on 
d""^^ u  s'obtiendra  en  multipliant  par  l'expression  (3)  la 
-valeur  symbolique  de  d"  u  qui,  par  hypothèse,  est  la 
puissance  n"'""'  de  la  même  expression.  On  aura  donc 
aussi  la  formule  synibolicjue 

î'dn  du    ,  ////        \("+') 

/■/"-*-'  u  —      -—  djc  -^-  -—dy  -{ dz  ] 

\  dx  dy    '  dz         I 

DÉP.IVÉES    P/VUTIELLES    DES    FOKCTlOftS     IMPLICITES. 

111.  On  a  VU  qu'une  équation  y"  (x,j')=:  o  entre  deux 
variables  x  et  y,  donne 

-—  dx  -\ — —  dy  =  o,       (1  ou       —  -= . 

dt  dy     -^  '  dx  df 

dy 
On  peut  exprimer  les  dérivées  suivantes  — —•,  — ^,elc  . 

rlx-      d.i:^ 

par  les  dérivées  partielles  de  divers  ordres  de^  (.r,  )  ),  or 

l'cc          •                                   V       1'/           •        df      d  f  dy 
en  (hilerentiant  par  rapport  a  x  I  équation 1 — '- =0, 

'  dx       dy  dx 

dx  étant  regardée  comme  constante,  on  trouve 

d-f       ^     d'f     dy        d'/!'dy\-       df    d^y  __ 
de  dx  dy   dx        dy^  \dxj  dy   dx- 

d^y 
d  où  l'on  lire- —  En  dllféreatiant  de  nouveau,  on  ob- 
dx'^ 

.       ,       d'y    d'y 
tiendra  — — ■:  -f-  1    •  •  • 

dx"      dx' 
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112.   Si  l'on  a  Tine  seule  équation  entre  trois  variables 

deux  quelconques  d'entre  elles  x  et  j  sont  indépen- 
dantes, et  la  troisième  z  est  une  fonction  déterminée  de 
celles-ci.  On  trouve  les  dérivées  successives  de  z  de  la 
manière  suivante. 

En  différentiant  l'équation  (i)  par  rapport  à  j:,  dont  z 
est  une  fonction,  on  a 

df      df    dz 

dz 
d'où  l'on  tire  -7—  On  a  de  même 
ax 

df        dz    dv 
équation  qui  donne  la  valeur  de  -^• 

En  différentiant  l'équation  (2)  par  rapporta  x,  on  auia 
dH  dH     dz        d'-fldzY      df   dH 

,  ,  I  .    o  ,    ,     ,  I        I     I  I        , —  -    r\  - 

dx^  dxdz     dx         dz"-    \dx /  dz    dx^  ' 

u  ou  1  on  tire  -7— • 

dx^ 

En  diflérentiant  l'équation  (2)  par  rapport  à  y  ou  l'é- 
quation (3)  par  rapport  à  jr,  on  trouve  également 

,nf        d'f    dz        d^f    dz       d^f   dz    dz       df      d^z 

'     '  '  +-77 '-7 — r-^-, ; — r-=^n 


d.rdy       dydz    dx       dxdz    dy        dz'     dx    dy       dz     dxdy 

d^z 
d'où  l'on  déduira 


dxdj 

Enfin,  en  différentiant  l'équation  (3)  par  rapport  à  ) , 
on  aura 


d^  J1^     ±        dj/fchV 

dy'        ^'  dydz  '  dy  ^  dz'  \dyj 


df    d'z 

dz    dy 


d' z 


équation  qui  fera  connaître  -— •  On  trouverait  de  même 

d'z      d'z 
dx-^    dx'^  dy 


1 
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113.   Par  exemple,  l'équation  de  la  sphèie 


donne 


r 


(h  dz 


,   dzY  d-^'z  [  dzY  d'z 

dz  dz  d'z 


dx  dj  dxdy 

d'où  l'on  tire 

dz  X         dz  y 

dx  z  dy  z 

d'^z  .r= -f- z^  d-z  y"^ -\- z^  d' z  xy 

~cU'  ~  '^'       '         71^  ~~  z^       '  dxdy  ~  ~  '^ 


EXERCICES. 

1 .  11=  arc  sin  t  /  —, — ^ i    dit  = ■■  --  (  rdx  —  xd) 

\  ■r'+r  (.,.^+_^.-^ )^.,.-^ _,■■->  • 

2 .  11  =  z^,     du  =^  r^ z>"'  f  1  r  1  r. dx  ^f\zdr+  — 

3.  K,  (',  z  étant  des  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  va- 
riables, on  a 

d.  ui>z  =  czdu  +  iizdi>  +  uvdz , 

la  lettre  d  désignant  une  différentielle  totale. 

4 .  Démontrer  les  forinides 

d-.Ui'Z — luP.i'z — trP.iiz — zd-.ii('-\-vzd^.i/-\-uzd'^.('-\-ia'd'.z=o, 
(P.uvz — luP.vz — vd\i/z — zd^  .i(v-\-i'Z(P  .u-\-iizd^  .('-{-iii'fP  .z=6diidtrh.. 

o.   Il  et  (p  étant  des  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  va- 
riables, on  a,  pour  ih  <  w, 

[rp.,rf')"-m['ijd'.i(f^'')''-^"'^'"~''^  [rd'.u'f'-)''-..  . 


^? 


'd'.n'»f±('i/"d'.itY  —  o. 


i)G  cocus     1)  AKA1.YSE. 


HUITIEME  LEÇON. 

APPLICATIONS   ANALYTIQUES  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

DÉVELOPPEMENT  EN  SÉRIE  DES  FONCTIONS  D'UNE 
SEULE  VARIABLE. 

Démonstration  de  la  série  de  Taylor.  —  Remarques  sur  l'emploi  de  cette 
formule. —  Autres  formes  du  reste.  —  Série  de  Maclaurin. —  Remarques 
sur  In  série  de  Maclaurin.  —  Seconde  démonstration  de  la  série  de 
Taylor. 


DÉMONSTUATION    DE    LA    SÉRIE    DE    TAYLOR. 

H4.  On  a  VU,  dans  V Algèbre  élémentaire,  que  si  l'on 
change  x  en  x -\- h  dans  une  fonction  entière  de  la  va- 
riable X,  qu'on  désigne  par  y^  (.r),  on  peut  développer 
f[x-]-h)  en  une  suite  de  termes  oidonnés  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  de  l'accroissement  //.  et 
(|u'on  a  la  formule 

/l  .r  -f-  //  ]  =f{.r)  +  ///'  (.r)  +  —/"  (.r)  -+-... 


.3.  ..// 


/'  i^x),f"[x),  etc.,  étant  les  fonctions  dérivées  succes- 
sives def(x).  Cette  suite  se  termine  d'elle-même  et  con- 
tient m  -f-  I  termes,  quand,/  [x]  est  une  fonction  entière 
dont  le  degré  est  m -^  car  sa  fonction  dérivée  de  l'ordre  m 
est  une  quantité  constante,  et  les  dérivées  des  ordres 
supérieurs  à  m  sont  nulles. 

Nous  allons  voir  comment  la  formule  précédente  peut 
s'étendre  à  une  fonction  quelconque /(  .r  )  d'une  va- 
liable  x. 

Représentons  par  R  le  lesle  qu'on  obtient  en  retran- 
chant def{x  H-  /i)  la  somme  des  n  -f-  i  premiers  termes 


i 
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de  la  série 

/(x)+//'(.r)  +  A/«(^)  +...-+.  __^__/(»)^+..., 

qui  a  un  nombre  indéfini  de  termes,  quand  y  (.r)  n'est 
plus  une  fonction  entière  j  on  aura 

1    R=/(x4-A)-/(x)-//'(x)--^/"(^)-.   .  . 
(0      ]  h^ 

I  I  .  2  . 3 ...  « 

Faisons  x-h  h  =  z,d'où  résulte  h=  z  —  x,  et  nous  aurons 

(  R=/(z)-/(.r)-(.-.r)/'{.r)_  '^ÎZ:^V"(^)  _... 

[  I  .  2  .  3  ...  «  ^      ' 

R  dépend,  comme  on  voit,  de  x,  de  z  et  de  w. 

Comme  x  et  s  sont  deux  quantités  indéterminées  et 
indépendantes  l'une  de  l'autre,  on  peut  faire  varier  x 
en  laissant  z  constant  et  prendre  la  différentielle  ou  la 
dérivée  de  R  par  rapport  à  ia  variable  a:.  On  aura 


1.2.3"  1.2.3.  ../l- 

+/'!^n-(8-^)/"  {x)+  ^'~^^\f"  (x) 


1  .  2  .  3  .  .  .  (  «  — 


Tous  les  termes  du  second  membre  se  détruisent,  excepté 
le  [n  -f-  i)'*'"",  de  sorte  qu'on  a  simplement 

,3)  15  =  _JiJr_^/,.«,(.;. 

dx  \ .1. 5    .  .  n 

Cette  formule  va  nous  servir  à  déterminer  deux  limites 
entre  lesquelles  le  reste  R  sera  compris. 

I  .     •>*  édition.  " 
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Si  l'on  remplace/^'""*"'^  (x),  dans  le  second  membre,  par 
une  constante  arbitraire  C,  on  aura 

d  (>  —  xf^^  {z  —  xf 


(Ix      I  .  2  .  3  .   .   .  «  I  //  4-  I  j  1.2.3...// 

En  retranchant  cette  équation  de  la  précédente,  on  liouve 
\TxV'       ,.2.3.    .{.^O^J 

^^^  '  iz  —  x\" 


I  .  2  .  O  .   ,   .  // 


équation  qui  a  lieu  quelles  que  soient  x  et  z. 

115.  Supposons  à  présent  X  <^  z  ou  h  positive  (puis- 
que h  =:  z  —  x)  el  adjnettons  qu'en  faisant  cioître  x  de- 
puis une  valeur  quelconque  plus  petite  que  z  jusqu'à  la 
valeur  z,  la  fonction y^""*"'^  [x)  reste  finie  et  continue, 
ou,  er)  d'autres  termes,  varie  par  degrés  insensibles.  Dé- 
signons par  M  la  plus  grande  et  par  ni  la  plus  petite  des 
valeurs  que  prendra  cette  fonction.  En  remplaçant  C 
par  M  dans  l'équation  ci-dessus,  le  second  membre  sera 
positif  ou  du  moins  ne  sei-a  jamais  négatif  pour  les  valeurs 
de  X  croissantes  jusqu'à  z  {*).  Ainsi  l'on  aura 


—  X  i" 


m1>o. 


I  .2.3.  .  .[n-\-i 
Donc,  tandis  tjue  x  croit  jusqu'à  z,  la  fonction 


M 


1.2.3.  .  .(//-+•  1  j 

croît  aussi  continuellement,  puisque  sa  dérivée  reste  po- 
sitive  (ou   plutôt   ne  devient  pas  négative).   Mais  cette 

/_ r^""*"' 

fonction  R  —   — —i^ — —, :  M  est  nulle  quand  x  de- 

I  .2.3.  .  .(«-hlj  ^ 

vient  égale  à  z  [car  alors  le  reste  R  est  nul,  formule  (2)]. 
Donc  elle  est  négative  pour  les  valeurs  de  x  moindres 


(*)  Ce  second  membre  pourra  être  nul   pour  une  valeur  particulière 
(Je  I 
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que  z,  <>t  pai-  consé({uenl  on  a 

:z  —  .v)"+' 

R< 5 ;^ï- 

I    2.3..    (  «  -t- 1  ) 

Si  dans  la  mêtue  équation  on  remplace  C  par  ///,  qui  est 
la  plus  petite  valeur  (Jey'''+*^  (.r),  il  vient 

tl 
dx 


L        1.2.3. .  .(«4-0    J 


Donc,  en  faisant  croître  x  depuis  une  valeur  quelconque 
lusqu'à  z.  la  fonction  R — di  décroît, 

•'^  1.2. 3,  .(«-+-!)  ' 

puisque  sa  dérivée  est  négative;  et  comme  cette  fonction 
s'annule  quand  x  atteint  la  valeur  z  [formule  (a)],  elle 
doit  être  positive  pour  les  valeurs  à.e  x  <^z.  On  a  donc 

R> 


2.  3.  ,   .(«  +  l) 

\  oilà  deux  limites  de  R. 

H6.  Supposons  maintenant  x  ^  z  o\i  h  négative,  et 
désignons  toujours  par  M  et  m  la  plus  grande  et  la  plus 
petite  valeur  que  prendra/^^"+*^  (x),  si  l'on  fait  croître  x 
depuis  la  valeur  z  jusqu'à  une  autre  valeur  quelconque 
plus  grande  que  z.  En  remplaçant  la  constante  C  tour  à 
tour  par  M  et  m  dans  l'équation  (4),  on  aura,  si  le  nom- 
bre n  est  pair, 

R ^     J—^^  M     >  o, 

^/.r  L  1 . 2  .  3 . . .  (  rt  4- 1  )      J 

d  Y  (z  —  xY+'        1 

—     R ^ ^ ^^  m      <  o. 

dx  Y  1 . 2  .  3  .  . .  (  «  H-  I  )      J 

Donc,   en  faisant  croître  x  depuis  z  jusqu'à  une  valeur 

quelconque,  la  fonction  R —  r ^ M,  qui  est 

*  *  1 . 2. 3.  .  .(/zH-i  j         * 

d'abord  nulle  pour  o:  =  2,  croît  en  même  temps  que  x, 
et  par  conséquent  est  positive.  On  a  donc 

R>— r-^ — r— iM, 


U  divers?^ 
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ft  Ton  tiovive  de  mcniL' 


R< 


Si'  n  est  un  nombre  impair,  on  trouvera  les  mêmes 
limites  de  R,  mais  prises  dans  l'ordre  inverse,  et  pai' 
conséquent  les  deux  inégalités  seront  les  mêmes  que  dans 
le  cas  où  X  était  <^  z. 

On  remarquera  qu'en  supposant  x  '^  z^  le  facteur 
[z  —  0-)"+'  est  négatif  ou  positif,  selon  que  //  est  pair  ou 
impair. 

117.   Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'on  a,   dans  tous 

les  cas, 

R  =  — ^ ' ^^  K, 

1.?.  .3    ..[n-\-i) 

en  désignant  par  K  une  quantité  comprise  entre  M  et  m. 
Donnons  maintenant  à  x  une  valeur  fixe  arbitraire,  et 
désignons  par  x' une  variable  qui  reste  comprise  entre 
les  deux  valeurs  déterminées  x  ei  z  on  x  ex.  x  -\-  h.  La 
fonction/' "+'^  (•^')'  ^"^5  P^''  hypothèse,  reste  finie  et  con- 
tinue quand  x'  varie  depuis  x  jusqu'à  x  -\-  h,  passera 
successivement  par  tous  les  états  de  grandeur  intermé- 
diaires entre  sa  plus  grande  et  sa  plus  petite  valeur,  entre 
M  et  m;  elle  deviendra  donc  égale  à  la  quantité  K,  qui 
tombe  entre  M  et  m,  pour  une  certaine  valeur  de  la  va- 
riable x'  comprise  entre  les  valeurs  extrêmes  x  eix  -{-  h. 
On  pourra  représenter  cette  valeur  de  x'  par  x  -+-  6/i, 
9  étant  un  nombre  positif  plus  petit  que  l'unité  et  d'ail- 
leurs inconnu,  de  sorte  qu'on  aura 

/("^')  (.r  +  e/o  — K. 

L'expression  précédente  de  R  deviendra  donc 

(5)  R= 'J'"^]    _^    /c"-^0(x  +  9/0; 

en  l'égalant  à  son  expression  primitive  (i),  on  aura  enfin 
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la  formule  de  Taylor 

l      /(a;+/,)=/(^)  +V(x)  +  — /"<.r)+... 

f^....3..    ,/'"'M-^,...3...(.  +  .|^''""  ("+"')' 

la  quantité^  est  à  volonté  positive  ou  négative. 

Cette  formule  a  lieu  pourvu  quey^"+'^  (a;')  reste  finie 
et  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  x',  de- 
puis la  valeur  x  que  l'on  considère  dans  la  formule  jus- 
qu'à X  H-  h.  Car  alors  chacune  des  fonctions  précédentes 
/(x'),  f'i^x')^  etc.,  sera  aussi  finie  et  continue  pour 
a/=  .r,  et  pour  toutes  les  valeurs  de  x' comprises  entre  x 
et  X  -\-h. 

Les  fonctions  dérivées  d'ordre  supérieur  à  «  -|-  i  ne 
sont  assujetties  à  aucune  condition. 

AUTRES    FORMES    DU     RESTE. 

118.  Si  l'on  sait  seulement  que  la  fonction  /''"'>  [x')  est 
finie  et  continue  quand  od  varie  depuis  x  jusqu'à  x-\-h, 
et  qu'on  n'ait  pas  la  même  certitude  pour  J'^"+^^  {^')i  '^" 
peut  écrire 

j  /{a:  -H  /O  =/(.r)  4-  />/'  ;^)  +  . . .  +  ^  ^,,.3^'"""(',,_, ./"""  (■-) 

1  h" 

^ 5 /(«)(.r--|-G/0. 

'  I.2.3.../2 

Ajoutant  et  retranchant r f  "   (j"),  ou  a 

[/(.r^-/0=/(,r)^-/i/'(x)+...+  ^^^ /(")(.,.) 

i\}  r .  2  .  o  .  .  .  « 

.-.e  reste  R,  qu'il  faut  ajouter  à  la  somme  des  //  -h  i    pre- 
miers termes  de  la  série  indéfinie 

/(,.)  ^ /,/'(,;) .,-  ±-r  [.r)  +...H ^;^— /('•;■(  '■    I     . 

1-2  i  ,2  .  et .     .n 
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pour  avoir  la  valeur  exacte  de  f[x-hh),  prend  donc  celle 
nouvelle  forme  : 

'^^  ^=   i.,.t     .n   [/^'"(-+9/0-/('0(.r)]. 

Le  nombie  ô,  plus  petit  que  l'unité,  qui  entre  dans  les 
formules  (7)  et  (8),  n'a  pas  la  même  valeur  que  dans  la 
formule  (6). 

La  formule  (7)  suppose  que  y  "'  (x')  reste  linie  et  con- 
tinue pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  x\  depuis  x 
jusqu'à  x-\-  If^  elle  n'exige  aucune  condition  relative  aux 
dérivées  d'un  ordre  supérieur  à  n.  Celles-ci  pourraient 
devenir  infinies  ou  discontinues  pour  des  valeurs  de  x' 
comprises  entre  x  cl  x  -\-  /i,  sans  que  la  formule  cessât 
d'être  exacte.  Ainsi,  en  donnant  à  x  une  valeur  particu- 
lière, ce  développement  (7)  àe  f[x-^h)  peut  être  exacl 
<[uand  on  l'arrête  à  un  certain  ternie,  et  devenir  inexact 
si  l'on  voulait  le  pousser  au  delà. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait 

/(.r)  =  <p(^-)  +  (x_«f-H^), 

ij.  étant  un  exposant  positif  fractionnaire  ou  inconinien- 
surable  compris  entre  les  entiers  Ji  et  n-\-i .  Les  dérivées 
de  f{x)  seront  finies  et  continues  pour  x  =  a  jusqu'à 
y  '"^  [x]  inclusivement,  en  supposant  que  les  dérivées  de 
<^{x)  et  de  ^{x)  le  soient;  mais  au  delà  elles  deviendront 
infinies  pour  x  =  a.   Le  développement  de  f[a  -h  //)  ne 

devra  donc  être  poussé  que  jusqu'au  terme ^ J''"K'^') 

tout  au  plus,  et  on  le  complélera  (;n  lui  ajoutant  le  resle 

^^ [yv-,  („  +  6/,)  _/t«)  („)] 

i .1. 5 ■ . .n 

qui  est  une  fonction  continue  de  h. 

119.  Le  resle  R  de  la  série  de  Taylor  peut  encore  être 
mis  sous  une  aulrc  forme,  qui  est  utile  dans  certains  ras 
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En  désignaril  par  cp  {x)  une  fonction  quelconque  de  x, 
on  a,  d'après  la  formule  (6), 

(f[x -h /i)=  w{x)  -h  /i<v'[.r-\-   9//), 

ou,  en  remettant  z  — x  à  la  place  de  /?, 

«p(z)  =z  ©(.r)  -f-  (z;  —  ,r)<f,'[,c  +  ô(z  —  x)]; 
mais  si  ^{x)  représente  le  reste  R,  on  a 

^(z)  =  0      et      <p'(^)::=I^^=^/(-0(,^.), 

[formule  (3)],  de  sorte  que  l'équation  précédente  devient 

rfix)      ou      R  =  (3  -  .r)  ^"~^~^^^~-^'"/"+'[.v^fi[z~.r)] 

ou 

(9)  R  = 4 L/(«-..)  (^  +  0/.)  ; 

6  est  toujours  un  nombre  positif  plus  petit  que  I  unilé, 
dont  la  valeur  n'est  pas  la  même  que  dans  les  formules  (6) 

et  (7)- 

REMARQUE    SUR    LA    SÉRIE    DE    TAYLOR. 

120.  Si  l'on  arrête  la  série  de  Taylor  à  un  terme  quel- 
conque  /  '"^  [x]   qui  ne  soit  pas  nul,  on  pourra 

toujours  prendre  la  quantité  h  assez  petite  poiu-  que  ce 
terme  surpasse  en  valeur  absolue  le  reste  qu'il  faudrait 
ajouter  à  la  somme 

alin  d  avoir  la  valeur  exacte  de  J(x  H-/?). 

En  etfei,  si  l'on  prend  la  seconde  forme  du  reste  (8), 
pour  que  le  terme  qui  contient  h"  surpasse  le  reste  corres- 
pondant, il  faut  qu'on  ait  (en  ne  considéranl  que  la  valeur 
absolue  de  chaque  fadeur) 

A /'">  (■'^)> -^ [/'"'  [r  -\'  O/i)  ~/^"'  (./■)  i 

I  .?. .  .3.  .//  *     '  I  .2.vi.  .  .//  ^  '  ^     '  ' 
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OU  simplement 

fW  [x)  >/(")  [x  -f-  9/i)—/(-)  {x) 

Cette  condition  sera  toujours  remplie,  en  prenant  A 
sufHsaniment  petit,  si  /'"^  (x)  n'est  pas. zéro  et  si  /'"^  {x') 
reste  finie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x' 
comprises  entre  x  et  x-\-h,  puisqu  alors  la  difterence 
f^"^[x-\-dh) — f^"^{x)  tend  vers  zéro  en  même  temps 
que  h. 

On  voit  même  que  le  rapport  du  reste  R  au  terme  en  h" 
où  l'on  a  arrêté  la  série  tend  vers  zéro  à  mesure  que  h 
diminue. 

SÉUIE    DE    MACLAURIN. 

121.  Si  Ton  fait  x=  o  dans  les  équations  (6),  (7)  et 
dans  celle  qu'on  obtiendrait  en  substituant  l'expression  (9) 
de  R,  et  qu'on  remplace  ensuite  la  lettre  h  par  la  lettre  x, 
on  obtiendra  les  formules 

1  /(.)=./(o)^./'(o)  +  -ll/"(o)+...-^  -^^/W  (O)  ^  —3^— ./"*-"  ^^^), 

(.0)   <./(.r)=/(o)+^/'(o}  +  ^r(o)+...+        ":"        f"'\o)-^        ■""         [/'"^(e-r)-/("'(o)j, 
j  1.2  l.2.o...n  l.2.j...n 

/(a)  =/(o)  +  x/' (o)  +  ^/'' (o) +  . . .+ _4L_ /(«)  (o)  +  f!!^llil^^ 
1  1.2  1  .■i..->...n  \.:>.i...n 

On  développe  ainsi  une  fonction  quelconque  de  x  en 
une  suite  de  termes  ordonnés  suivant  les  puissances  en- 
tières et  ascendantes  de  x,  pourvu  que  la  fonction  dérivée 
de  l'ordre  n  -\-i  ou  celle  de  l'ordre  n  de  f{xf)  reste  finie 
et  continue  pour  les  valeurs  de  la  variable  x'  comprises 
entre  o  et  x. 

Si,  lorsquç  Jt  croît  indéfiniment,  l'une  des  expressions 


/("-*-')  i  6  x), [/('0(9,r.)-/"(o)l 

\  .1 .6 . . .n 

/i"+')(e,r), 


1)  ^  "  J.2.3...« 


I .2.3. 

tend  vers  zéro^  du  moins  lorsque  x  est  au-dessous  d'une 
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«certaine  limile,  la  série 

/(o)  +  ../'(o)  -+--il/"(o)  -h  _^/"'(o)  +.  .  . 

indéfiniment  prolongée  sera  convergente,  et,  en  outre^ 
aura  pour  somme  f{oc).  Celte  dernière  formule  est  celle 
de  Maclaurin. 

Si  elle  était  démontrée  avant  la  formule  de  Taylor,  on 
pourrait  en  déduire  celle-ci,  en  considérant /^(a: -f- A), 
comme  une  fonction  de  h  à  développer  suivant  les  puis- 
sances de  h  par  l'une  des  formules  (lo). 

REMARQUES    SUR    L/V    FORMULE    DE    MACLAURIW. 

122.  La  fonction  f[x)  ne  peut  pas  être  développée  sui- 
vant les  puissances  de  x  par  la  formule  de  Maclaurin, 
quand  cette  fonction  ou  l'une  de  ses  dérivées  devient  infi- 
nie ou  discontinue  pour  x=-o.  Mais  on  peut  alors  la  dé- 
velopper suivant  les  puissances  de  x  —  a,  en  changeant 
dans  la  formule  de  Taylor  (6)  a:  en  a  et  h  en  x  —  a,  ce 
qui  donne 

i /(.«)=/{<,) +  (x-»)/'(«)+i5lI^V"(")  +  ... 

\  I.2.3...rt  ^  1.2.3...  («-h  i)  ^  -' 

La  seule  condition  à  laquelle  la  valeur  a  soit  assujettie  est 
que  y^'""*"'^  [x')  reste  finie  et  continue  pour  toutes  les  va- 
leurs de  x'  depuis  a  jusqu'à  x.,  la  série  sera  d'autant  plus 
convergente  que  la  différence  x  —  a  sera  plus  petite. 

123.  La  fonction  f[x)  ne  peut  être  développée  en  une 
sérieconvergenle  procédant  suivant  les  puissances  entières 
et  ascendantes  de  x  autrement  que  par  la  formule  de 
Maclaurin  ;  car  supposons  cet  autre  développement  en 
série  convergente, 

fl.v)  —  A  +  B.i-  H-  C.t»  +  Dj.-  I  . ,  . , 
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on  en  conclut 

[A— /(G)]  +  [E-/'{o)]x  -f.  I^C-  :^^J  xH-.  .  .  =  o. 

En    faisant    x  ■=  o ^    l'égalité    précédente   se    réduira    ;i 
A  =y(o).  Divisant  par  x  et  faisant  de  nouveau  x  =^  o. 

on  aura  B=y(o).  On  obtiendra  de  même  C  = 


I  .  2 

et  ainsi  de  suite. 

De  même  la  formule  de  Taylor  donne  le  seul  dévelop- 
pement possible  àe  f(^x-\-li)  suivant  les  puissances  en- 
tières de  h. 

124.  Il  ne  faut  pas  croire  que  la  série  indéfinie  de 
Maclaurin,  quand  elle  est  convergente,  ait  toujours  pour 
somme  /(x)  ;  la  somme  de  ses  termes  peut  converger  vers 
une  limite  différente   de  f{x).  Par   exemple,  la   fonc- 

tion  e  ^'  devient  nulle  ainsi  que  toutes  ses  dérivées  pour 
x  =  o\  tous  les  termes  de  la  série  de  Maclaurin  appliquée 
à  cette  fonction  sont  donc  nuls,  et  cependant  la  fouclion 
n'est  pas  nulle.  Si  ^(x)  est  une  fonction  développable 
par  la  formule  de  Maclaurin,  et  qu'on  pose 


la  fonction  f{x),  développée  par  la  même  formule,  don- 
nera lieu  à  une  série  convergente,  mais  qui  aura  pour 
somme  a.(x)  et  non  pas  la  fonction  développée  f{x). 

L'égalité  d'une  fonction  ^(a:)  à  la  série  de  Maclaurin 
prolongée  à  l'infini  n'a  lieu  que  dans  le  cas  où  le  reste 
qu'il  faut  ajouter  à  la  somme  d'un  nombre  quelconque 
de  termes  de  cette  série,  pour  avoir  la  valeur  exacte  de 
/  {x),  devient  plus  petit  que  toute  quantité  donnée 
(|uand  le  nombre  des  termes  croit  jusqu'à  l'infini. 

Ij's  UM'incs  rcnnarcpios  s'appliquent  à  la  série  de  Taylor. 
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AUTRE    DÉMONSTRATION    DE   LA    SÉRIE    DE   TAYLOR. 

125.  Soient  m  et  M  la  plus  petite  et  la  plus  grande  va- 
leur dey^"+''  (j:),  lorsque  x  croit  depuis  Xo  jusqu'rà  X.  Si 
a  -+-  h  est  une  quantité  comprise  entre  Xo  et  X,  on  aura 

Mais  le  premier  membre  de  cette  inégalité  est  la  dérivée 
par  rapport  à  h  de  la  fonction 

donc  cette  fonction  croît  avec  h,  et  comme  elle  est  nulle 
pour  //,  =  o,  on  aura  pour  h^  o 

/i"){a-h/i)  -/i.'>){a)  — /^/«>o. 

Maintenant  le  premier  membre  de  celte  nouvelle  iné- 
galité est  la  dérivée  par  rapport  à  h  de  la  fonction 

/t«-0  («_|_  A)  _/.«-.)(,,)_/,/(«)  („)_^; 

donc  cette  dernière  fonction  est  croissante  avec  //,  cl 
comme  elle  s'annule  en  même  temps  que  /i,  on  aura  pour 
//>o 

On  aura  de  même 

1  .  7,  .  o  .  4 

et  cnlin 


J  .2..  .//  ■  I  .?,...  1// H-  I  ) 


'o8  coutts  d'ajvalvse. 

On  trouvera  de  même 

(2)  <  h''  h"  //"+' 

\-^f"[")  —  - ^-/("M«) -, ^^M<o. 

l  12  1.2.../2  ^  1.2.    .(«-I-  l)        ^~- 

On  conclut  de  ces  deux  inégalités 

/  f{a-^-h)=f{a)^hf'{a) 

R  est  une  quantité   compiise  entre   m    et 

'  I  .2.  . .  («  -f-  1) 

-, — — -T-^i  :  par  conséquent  on  peut  (n"H7)  la  re- 
présenter par   ^   ^    ^^"^"^^^^/(»+»(a  +  0/,),  si/("+')  [x) 

reste  linie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  Xo  et  X.  On  aura  donc 

(  /(«  +  //)=./(«)  +  ///'(«) 

H /"(rtH-...H /^")(VOh 7 -/■(«+■)  (a  +  9 /i), 

^  1.2  1.2. ..«  '  1.2   .    («-f-l)" 

ee  qui  est  bien  la  formule  de  Taylor,  accompagnée  de  son 
terme  complémentaire. 

On  a  supposé  jusqu'ici  l'accroissement  h  positif.  Lors- 
que cet  accroissement  est  négatif,  il  n'v  a  de  changé  dans 
la  démonstration  précédente  que  le  sens  des  inégalités  (i) 
et  (2). 
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APPLICATIONS  DE  LA  SÉRIE  DE  MACLAURIN. 

Développement  des  fonctions  exponentielles.  —  Développement  de  sin  x 
et  de  cosa:.  —  Formule  du  binôme  pour  un  exposant  quelconque.  — 
Développement  de  log(i-hx).  — .Formules  pour  le  calcul  des  loga- 
rithmes. —  Des  logarithmes  considérés  comme  limites  de  fonctions 
algébriques. 


DÉVlîLOPPEMENT    DES    FONCTIOJVS    EXPOJNEKTIELLES. 

126.  Soit  d'abord 

/{x)  =  e^. 

Les  fonctions  dérivées  sont  toutes  égales  à  fi*,  et  Ton  a 
/(o)  =  i,      /'(o)=i,...,       fi"+n{Q.T)  =  c^--; 


d'où 


i  e'  =  i-\--  -\ ■  H +  .  .  .  4- 


X  x''  X^  X" 

-H 5+--  -4- 5 

1         1,2        1.2.0  i  ,0.  .6 .  .  .n 


x"+'  e" 


1.2.3.  .  .(«  +  1 


Le  reste  :^ ; ,  peut  devenir  plus  petit  que 

l.2.3...(/î-|-l)*  ^  ^  ^ 

toute  quantité  donnée  si  Ton  prend  n  suffisamment  grand. 
En  effet,  on  peut  écrire 

j:""*"'  X  .t        X  XX  X 

-X- 


I  .  2  .  3  .  .  .  (  «  -H  I  )  I     2  /  /  -t-  I     1  +  2  «  -t-  I 

Si  l'on  prend  un  nombre  déterminé  k  <^i,   on  arrivera 
nécessairement  à  un  facteur  — '■ —  <C/i;  comme  les  fac- 

leurs  vont  en  décroissant,  le  produit  — . 

'       ^  /  -I-  I    ?  H-  2        «  -H  I 
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sera  plus  pelii  qu'une  puissance  Je  h  marquée  par  le 
nombre  de  ces  facteurs,  c'est-à-dire  plus  petit  que  Â"+'~', 
et  par  conséquent  aussi  petit  qu'on  voudra,  en  prenant  « 

assez  grand -,  donc  le  produit •  •  ^  ?    et   par   suite 

le  reste 


«  -H  I 

6  X 


(puisque   e       reste  fini),  peut 
.  .2.3.  .    {n  -hij    ^^       ^  "    ^ 

devenir  plus  petit  que  toute  quantité  donnée;  d'où  l'on 

conclut  que  la  série  i  H 1 h  •  •  .  est  convergente, 

^  II.?, 

et  qu'elle  a  pour  somme  e^. 

127.  On  tire  de  là  le  développement  de  n\  En  effet, 
si  l'on  observe  que  a  =  e''%  d'où  a^  =  e^'",  on  obtient, 
en  changeant,  dans  le  développement  de  e',  X  en  .rla, 

1         ^    e\ax  ex 

et  en  remplaçant  e         para     , 

.r\a         a.-U\fiy        x^\dy  x-"(\ay 


( 


I  .  2 


2.3 


-f- 


,0x 


1.2 {n  -t-  \j 

résultat  qu'on  aurait  pu  obtenir  directement. 

DÉVELOPPEMENT    DE    sinX    ET    DE    COS.r. 

128.  Soit 

f  {x)  =  sin.r  ; 
on  aura,  en  appelant  n  un  nombre  pair  quelconque, 

/'(.r)=  COS.r,  /"(.r)  =  —  sin.r,     /'"  (.r)  =  —  ces  x, 

/■-(.r)  =  sin.r,.  .  .,    /("'(j:)  =  Z}=  sin.r,    /("+')(a,-)  =  qicosx ; 

d'où 

/(o)  =  o,     /'(o)  =  i,    /"(o;=o,    /'"  o)  =  -i,..., 
/.")(o)  =  o,     /(''+')(e.r)  =  ipcos(e.r). 

Il  faudra  prendre -|- cos (9 x)  ou  —  cos(0j:),    suivant 
que  /î  H-  I  sera  de  la  forme  \p  •+- 1  ou  4/-'  +  ^    On  aura 


donc 


}  .'A.3       i    2.3.4-5 

cos{Qx). 


\  il     .  .  (/?  -I-    1  )   """    I  .  2  .  .  .  (  «  +  1  ) 

Comme   cos(0x)    est    moindre   (|ue    l'unité    et   qu'on 
peut  toujours  prendre  n  assez  grand  (n"  126)  pour  que 


I  .  2 

née,  la  série 


r  devienne  plus  petit  que  toute  quantité  don- 


1.2.3        1.2.3.45 

est  convergente  quel  que  soit  a:  et  a  pour  somme  sinx. 

Lorsque  l'on  aura  .r^  -■,  le  signe  de  cos(9.r)  dépendra 

de  la  valeur  de  0,  et  l'on  ne  pourra  pas,  en  général,  sa- 
voir le  sens  de  l'erreur  commise,  lorsqu'on  s'arrêtera  à 
un  terme  d'un  rang  déterminé.  Mais  si,  comme  il  arrive 

ordinairement,  x  est<^-»  cos(0jr)  sera  toujours  positif, 

et  l'erreur  commise  sera  alternativement  en  plus  ou  v.w 
moins. 

129.   Soit  maintenant 

/(j;)  =cosj"; 

on  aura,  en  appelant  //  un  nombre  impair  quelconque, 

/'(.r)  =•  —  sina:,        /"(•^)  =  —  cos./-, 
/'"(x)  =  sin  jr,  /"'(•'•)  =  cos,r, .  .  . , 

/(")  (.r)  ==  zp  sinx,     /("+"  (e.r)  =  ip  cos(  Q.r  )  ;  ^ 

on  aura  alors 


cos.r  =  T  —  -4- 


1.2        1 .  2 .  3 .  ^j. 

cos(Ox)  : 


I  .  2  .  3  .  .  .  { «  —  I  )  "^  I  .  ■>, .  3    .  .[n  -j-  \' 
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d'après  ce  que  l'on  a  déjà  démontré  (126),   on  peut  donc 
écrire,  quel  que  soit  x,, 

X*  x*  X* 


COSX  =  1  — 


1.2  1.2.3.4  1.2.3.4.5.6 


TORMULE    DU    BINOME    POUR    yiN     EXPOSANT    QUELCONQUE. 

130.  Proposons-nous  de  développer  (a  -f-  i)"*,  m  étant 
quelconque.  On  a,  en  posant  -  =  x, 

La  question  étant  ramenée    à   développer   (i-f-j:)'", 

soit 

/(x)  =  (i-t-x)"'; 
on  aura 

/'{x)  =  «/([  +  xY'-^      /"(x)  =  m  {m  -  i)  (i-f-  xY'-\.  .  .  , 

/C")(.r)  =  /72(/n  —  i).,.[ni  —  n-\-  i)  (i  +  x)"-", 

/C''+')(0x)  =  m{m  —  i).  ..{m  —  /z)(t  -|- ex)"'-"-' .  .  .  , 

et,  par  suite, 

'  m  (m  —  \) 

I   { I  -t-x)'«  =  I  +  m.T  H i -'  .r'  -f- .  .  . 

l  1.2 

]  m[m  —  \)...[m — n-\-\)    ^ 


2.3. . .« 


m[m-i)...[m-n)  ^^ 

\  ^  T.2.3...(«-M)  ^  ' 

i3i.  Supposons  d'abord  que  Ton  ait,  en  valeur  ab- 
solue, x^i^  je  dis  que  dans  ce  cas  la  série  sera  diver- 
gente. En  effet,  on  a  pour  l'expression  de  deux  termes 

consécutifs  : 

m ( m  —\).  .  .[m—p  +1) 

"/'-^'  -  X.1.Z...P  ' 

_  m{m-x)...{,n-p-^l) 
"''-  i.2.3...(/^-i) 

«P4.,  //W   -h  I 

par  suite.  -^-—  = 
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Comme  ce  rapport,  à  mesure  que  p  augmente,  tend 
vers  — X,  et  que  x  est  plus  grande  que  i,  il  s'ensuit  que 
la  série  est  divergente. 

i32.  Quand  au  contraire  x  est  plus  petite  que  i,  en 
valeur  absolue,  la  série  est  convergente  et  a  pour  somme 
(H-x)'". 

Supposons  d'abord  X  positive,  on  aura 

m{m  —  1  ) .  .  .  {m  —  n  )^'«+'        /       i        \  ' 
R  =  -^ 4 — -, 1 X  f 


1 .2.3.  . .(«  H-  i)         ""  V  -^-  ^^1 

Le  premier  facteur  peut  se  mettre  sous  la  forme 

m  [ni  —  I  )    .  .  (  «2  —  /  -i-  1  )  a,-' 

I . 2 . 3 ...  « 

m  —  /        m  —  /  —  I  m  —  n 

X  — ■^• 


Les  facteurs  de  la  dernière  ligne  convergent  vers  —  x  en 
prenant  z  assez  grand,  et  si  A  est  un  nombre  positif  moindre 
que  I,  mais  plus  grand  que  x,  on  peut  supposer  i  assez 
grand  pour  que  chacun  de  ces  facteurs  soit  moindre  que  Â", 
abstraction  faite  du  signe.  Leur  produit  sera  donc  moin- 
dre que  A""^^~',  et  par  conséquent  aussi  petit  qu'on  vou- 

j        T^         1  1    •  .  rn{/n  —  \)...(m  —  n) 

dra.  Donc  le  produit  total  r -, x  '^^  sera 

'-  I  .  2  . 3 ...(«  +  I  ) 

aussi  petit  qu'on  voudra  en  faisant  croître  n. 

I  \  n+l — m 


Quant  au  facteur  I —  i  ?  comme  son  exposant 

finit  par  être  positif,  il  tend  aussi  vers  o,  à  moins  toutefois 
que  0,  cj[ui  dépend  de  «,  ne  s'approche  aussi  indéfiniment 
de  o.  Mais  dans  tous  les  cas  ce  facteur  reste  moindre 
que  l'unité.  Par  conséquent,  le  reste  î\  tend  vers  o, 
quand  n  croît.  Donc  la  série  représente  [i-i-x]'"  pour 
toute  valeur  positive  de  x  plus  petite  que  i.  Comme 
d'ailleurs  le  reste  change  de  signe  quand  n  augmente 
d'une  unité;,  les  sommes  successives  de  la  série  seront 
alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  (i  -h.r)'". 
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133.   Si   la  valeur  de  x  est  négative,  rien  ne  prouve 

que  le  facteur  1 1  ne  croîtra  pas  indéfiniment, 

et  même  il  devra  croître,  à  moins  que  6  ne  tende  vers  o. 
11  faut  alors  recourir  à  la  seconde  forme  du  reste  (118), 


R  = 


m  {m  —  i).  .  .[m  —  n) 


.r"+'(i  —  e)''(l4-  e.r)" 


.2 . 3.  .  .« 

on  a  donc,  en  valeur  absolue,  si  l'on  pose  x  =  —  z, 


R  = 


I .2.3. . .« 


z"+*[i  —  9)". 


(i  — 0z)" 


m  (m  —  1  ) .  .  .{m  —  n) 

1  .  2  .  o  .  .  .  « 


•(^J"-<' 


ôz)" 


Le  premier  facteur  tend  encore  vers  o,  quand  «  aug- 
mente (132). 


D'un  autre  côté,  comme  on   a 


<i, 


I  —  Ô3  "''  \  I  —  ôzy 
peut  devenir  plus  petit  que  toute  quantité  déterminée,  à 
moins  que  9  ne  tende  vers  o,  et  dans  ce  cas  même  ce  fac- 
teur est  toujours  plus  petit  que  i . 

D'ailleurs    (i  —  02)'""'   est   <^isim  —  i    est  positif, 

et  <^  — si  m  — ■  I  est  néfiratif  :  c'est  donc,  dans  tous 

^      ^^  f  j    -  M— m  >J  ' 

les  cas,  une  quantité  finie.  Donc  R  peut  devenir  moindre 

que  toute  quantité  donnée,  si  n  est  assez  grand. 

En  résumé,  si  x  tombe  entre  — i  et  +  i,  on  a,  quel 

que  soit  /n, 

mlm — 0  m(m — x){rn  —  2)    , 

(\-\..T)'"=i-hmx-\ x'-{ ^ 5 x^-4-.... 

^  '  1.2  I .2.3 

DÉVELOPPEMENT  DE  log  [l  -\-  x) . 

134.  Soit 

/(.r)  =  l(i+^). 
(On     ne    cherche    pas    à    développer    \x    parce    que 
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x=o    rend    infinies    rette    fonction    et    ses   déi'ivées.) 
On  aura 

/('')(.r)  =:riZI  .2.  .  .(/? l)(l  4--^)~", 

/("+')(6j:)  =  zpi.2.3.  .  .n{j-+-Bx)-"-', 
donc 

.r-       .r'       X*  .t"   ,     .r"+'  i 

Le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est  en  valeur  ab- 
solue — - —  X  ,  et  converge  vers  .r  quand  p  augmente. 

Donc  (52)  la  série  est  divergente  lorsque  .r  est  ^  i ,  en 
valeur  absolue. 

Supposons  maintenant  qu'on  ait,  en  valeur  absolue, 
j;  <^  I .  Dans  ce  cas  la  série  est  toujours  convergente  et 
nous  allons  démontrer  qu'elle  a  pour  somme  1  (iH-.r). 

i"'  Soit  d'abord  .r  positive-,  on  a 


R 


n  -{-  1   \l  -h  Qxj 

— - — est  une  fraction   proprement  dite:  sa  puissance 

[n  H-  i)'"'""  pourra  devenir  plus  petite  que  tonte  quantité 
donnée-,  et  il  en  sera  de  même  de  R,  àfortioii. 

1*^  Soit  maintenant  x  négative.  Posons  x  ^=  —  z.  On 
aura,  abstraction  faite  du  signe, 


R  = 


/2 -+-  I  (i  —  ôc)"+'         n -\~  i    \\  — Ô2 

Mais,  sous  cette  forme,  on  ne  voit  pas  que  le  reste  tende 
vers  o;  prenons  donc  l'autre  forme  de  R  (118), 

x"+^i  I  Q^"  I 

R= ^— ^ /(«+')  (Q.ri  =.-.r«+'  (i  —  9)"  X 


I  .  2  .  3  ...  A/  [l  -\-  dx] 


& .-  /         I  —  Oz 

8. 
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^    z  — ôz        /     ^      1^       l'z  —  ezy 

Ur   osi  <'z<i.    Uoiic      —-  I  5  et  par   suite 

I — 0z  ^      ^  \  I  —  ôz/  '^ 

(2 9  Z  \  "  c 
—  I  X  — ^^-T-^   P^ut   devenir  plus  petit  que   toute 

quantité  donnée. 

Ainsi,  lorsque  x  tombe  entre  -h  i  et  —  i ,  on  a 

FORMULES    POUR    LE    CALCUL    DES    LOGARITHMES. 

135.  On  tire  de  la  série  (i)  des  formules  très-commodes 
pour  calculer  les  logarithmes  népériens  des  nombres. 

r  ^' 

Kn  posant  x  =  -■>  on  a 

l(.-+-.r)  =  l(i+^)  =  !(j  +  /^)-lj; 
d'où 

Si  A  =  1 ,  on  aura 

formule  qui  donne  {{j-i-i)  au  moyen  de  \y,  et  d'une 
série  qui  est  irès-convergente  lorsque  j  est  un  nombre 
très-grand. 

Cependant  on  peut  encore  obtenir  une  série  plus  com- 
mode. On  a,  en  cbangeant  x  en  — x  dans  la  formule  (i), 

T^  T'^  X^ 

(2)  l(i_-.r)=-j;--— --■■^-...; 

donc 

/ 1  -f-  .r\  /  .T^         x^ 

l(,+.)_l(,_.)=i^^=.(^,.-i-3^-Hj+. 

_,  I  4-  jr  /i  .  /^ 

Posons =  I  H —  ;  on  en  tire  x  = r  ?  et  comme 

I X  Y  2J-\-  h 


î(i+j)-i(r+/0-ï/, 
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on  aura 

C'est  au  moyen  de  cette  série  que  Ion  calcule  l.io. 
On  fait  d'abord  j'  =  i ,  A  z=  i ,  et  l'on  a 

1.2=2[  ^  + 


,3       3.3^       5.3 
pui  s 

De  là  on  dédui  t 

1 .  10  =  1,2  4-1.5  =  2,3o258i8, 
et,  par  suite,  le  module  du  système  décimal 

- —  =  0,43429448'^  ^=  '^S  '^^-  ^• 

136.  Posons 

j  =  .r' — 25.r'     et     j -(- A  =  jc^ — 25.r'-{-i44» 
ou  J  =  x'  (.r  +  5 )  (.r  —  5) , 

J-+-  A  =(x  4-  4]  (-^  —  4)  (^  +  3)(x  —  3). 
En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (3),  on  a 
l(jc-f-4)4-l(^— 4)-i-l'-^+3!-Hl(j:— 3) — 2  Ij;— 1(^+5) — \\x-~5) 

[_a:' — 25^-4-72       O  \x'  — 25  X-4-72/         5\x'' — 25.^^4-72;  J 

Lorsque  x  est  très-grande,  le  second  membre  de  cette 
égalité  est   très-petit.   En  effet,    si   l'on  a   par  exemple 

jj^iooo.  le   terme  — i — — —  sera  plus  petit  que 

X*  —  20. r- 4- 72  ^         ^  ^ 

I 

5  car 

10'" 


7^  ^        7^        ^  7^         ^    ■ 

'•^ — 25^:^4-72         X'[x' 25)  10^(10* — 25)         10'" 


72 


5)      10^(10* — 25)      10'"  25 

10' 
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Les  autres  termes  de  la  série  serotit  beaucoup  plus  petits 
et  déci'oîtront  même  très-rapidement^  pai'  conséquent,  si 
l'on  avait  x=  looo,  ou  un  nombre  supérieur,  on  pour- 
rait, avec  une  erreur  moindre  que  ■ 7  poser 

i  jqIO  l 

1  (a- +  4)  -H  l(.r  —  4) -+- l(x  +  3)  +  1(.7:  —  3) 
—  2I.X  — l(.r-i-5)  -  l(x  — 5)=:o, 

formule  qui  donnerait  l'un  quelconque  de  ces  logarithmes 
lorsque  les  autres  seraient  connus.  Il  est  facile  d'obtenir 
une  multitude  de  formules  de  cette  espèce. 

137.  Lorsque  deux  nombres  sont  supérieurs  à  une  cer- 
taine limite,  telle  que  10  000,  leur  différence,  pourvu 
qu'elle  soit  suffisamment  petite,  qu'elle  ne  surpasse  pas  i 
par  exemple,  est  sensiblement  proportionnelle  à  la  dilïé- 
rence  de  leurs  logarithmes. 

En  effet,  comme,  en  s'arrèlant  au  premier  terme,  dans 
la  série  de  Taylor,  on  a 

1(1+ a:)  = —^ 

h  f> 

on  aura,  si  x  ^  -5      \{y  -\-  h)  —  \y 


doi 


si    h=i,       l(j  +  i)  —  1/  =  -— p^5 

i(j  +  /0  — 'j  _  f^  y  +  ^' 
Ur-f-ï)  — ij-      'j  +  9^ 


Comme  il  n'entre  ici  que  des  rapports  de  logarithmes, 
on  peut  écrire,  dans  un  système  quelconque, 

log['j+//)  — logj  _       J  +  6^ 


log(j-t-i)  — logj  j-t-Ô/i 

puisque  les  logarithmes  des  mêmes  nombres,  pris  dans 
deux  systèmes  différents,  sont  proportionnels  (64). 
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de  même 

^  ou      >  I  — 


Donc 


r  =  1  in  w. 


1  .  I 

w  étant  plus  petit  que  -;  par  suite, 

log(j  +  A)-logJ^^(^_j_    .. 
log(j4- ij  — logj 
donc 

log  (j  -1-  A)  —  log  j  =:  [log(r  -M)  —  log  j]  h 

rt:oj//[log(jH-i)  — logj]. 
Donc  si  l'on  pose 

log  (r  -H  /i  )  —  log  j  =  [  log  (  j  H-  1  )  —  logj]  h, 
Teneur  commise  E  sera 

«^'[iog(r -+-0  — ïogj]  — ''^^'iog^[i(r  +  i)  — 'r], 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

E  =  oi/i  loi^e :  > 

^    y-hQ' 

et  comme  on  a 

on  aura 

_     ,     I  II  .  . 

E<; — :< :      SI  J  est  ;>  lOOOO. 

2J^  2     lO^ 

138.  Réciproquement,  on  a 

f^  _  log(j-4- A)  — logj  _  a 
Jog(jH-i)  —  logj  ~  i' 

en  négligeant  la  quantité  A«<;  -•  Si  j'  est  ^  loooo,  on 

a  donc /i  à près.  Mais  il  v   a  une  autre  erreur  à 

lo  ooo  *■  •' 

{*  )  Les  logarithmes  étant  pris  dans  le  système  vulgaire 
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craindre,  parce  que  a  elh  ne  sont  connus  qu'à  une  unilé 

près.  Alors  h  ne  peut  être  obtenu  qu'à près. 

^  ICO  '^ 

DES  LOGARITHMES  CONSIDÉRÉS  COMME  LIMITES  d'eXPRESSIONS 
ALGÉBRIQUES. 


139.   iNons   avons  vu  que  c^  =  lin»    (iH — j     quand  ^ 
devient  infiniment  grand.  On  peut  démontrer  que 


t*  =  iim  1  i  H 


tjuand  ni  devient  plus  grand  que  toute  quantité  donnée. 
En  effet,  si  l'on  pose 


.7-  \  J" 

f^t  =  —  5       on  a       [  I  H 


a  étant  une  quantité  qui  s'évanouit  quand  m  est  infini. 
Donc 


(,  +  ^]'=  (.+»).. 


Celte  égalité  a  lieu  quel  que  soit/??  ;  par  suite,  elle  a  encore 
lieu  à  la  limite,  quand  a.  =  o.  Donc 


iim  (  iH 

m 


On  pourrait  le  démontrer  directement,  comme  on  a 
démontré  que  e  =  lim  (  i  h j   • 

i  40.   Si  Ton  pose 

e^=r,     d'où     x  =  ]jr^ 

il  s'ensuit  que         j-  =  lim  lu J   ; 

par  conséffuent, 

liin'y/=  liin  (  i-f j      on     lj  =  lim[w('^y — «)]• 


NEUVIÈME    LEÇON.  121 

Oii  peut  d'ailleurs  le  démontrer  directement.  En  effet, 
puisque  1  (i  -{-  x)  = —5  si  l'on  pose 

I  -h  .r  —  V  j-,      d'où      .r  =  "^j  —  I , 


on  a  I(vJJ  =  — 

donc  1?  = 


■9(7r- 


Or,  si  ui  est  très-grand,  '(^j)^ — 1  est  une  fraction  extrê- 
mement petite,  qui  à  la  limite  devient  o  5  d'où  Ton  déduit 
encore 

(2)  IjT  =  iim  [OT  (yy — i)j  quand  /«  =  co  . 

Celte  formule  pourrait  servir  à  trouver  appi'oxima- 
tivement  le  logarithme  népérien  d'un  nombre,  du  moins 
en  lliéorie.  Pour  la  commodité  du  calcul,  il  faudrait  faire 
m  égal  à  une  puissance  de  a,  et  alors  '^l j  s'obtiendrait 
par  des  extractions  successives  de  racines  carrées. 

141.  On  peut  déduire  de  la  fornuile  (2)  le  développe- 
ment de  1  (i  4-  îi)   en  série.  En  efîeî,  si  Ton  pose 


J  =  M-  « , 


.], 


on  aura  m  ('^j  —  i)  =  / 

et  s\u  est  moindre  que  l'unité  en  valeur  absolue,  le  second 
membre  pourra  être  développé  par  la  formule  du  binôme  ^ 
on  aura  ainsi 

I .  ?,        1.2.3 

ce  ([ui  donnera,  en  supposant  m  =  00  , 

l(i-h«    =-  K H  3-  — 

2  3 
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EXERCICES. 

,  .  I    JT '       1 .3   x^       1 . 3 . 5   x" 

1 .  arc  sm  j:  =::  a;  H --\ •  —  -\ — 1- 

2    3        2.4    5        2.4-0    7 

2.  e"  cos «a;  =  i  4-  ( (t^-^n})'^  cos »  — h ( «"+  '^^ )  cos 2«) 

i  j       \  '1.2 

+  [à'+n'Y  cos  3û> +  (  fâ-\-Tr  f  cos 4'f 0-7  +  •  •  • 


Dans  cet  exemple  -f  =  arc  tang  -  •  On  examinera  les  cas  particu- 

tiers  :  a=  n  —  i\  a  =  cosô;  «  —  sinô ;  «  =  -j   «  =  —  • 

22 

3.       (arcsmx)-=:2(^-  +  3--  +  3;5--^+3^-8-  +  -)- 
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FORMULE  DE  MOIVRE  ET  SES  CONSÉQUENCES. 

Généralités  sur  les  expressions  imaginaires. —  Formule  de  Moivre.  — Déve- 
loppement du  sinus  et  du  cosinus  d'un  multiple  d'un  arc  suivant  les 
puissances  du  sinus  et  du  cosinus  de  cet  arc.  —  Développement  d'une 
puissance  d'un  sinus  ou  d'un  cosinus  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des 
multiples  de  l'arc.  —  Théorie  des  exponentielles  imaginaires.  —  Loga- 
rithmes imaginaires. 


GÉNÉRALITÉS    SUR    LES    EXPRESSIONS    IMAGINAIRES. 

\A^,  La  résolution  des  équations  du  second  degré  qui 
n'ont  pas  de  lacines  réelles  conduit  ;Vdes  expressions  que 
l'on  nomme  imaginaires,  et  qui  sont  de  la  forme 

a--\-  b  \J —  I . 

On  a  trouvé  de  grands  avantages  à  les  introduire 
dans  le  calcul  :  on  les  combine  par  voie  d'addition, 
de  soustraction,  etc.,  en  opérant  comme  si  sj — i 
était  un  facteur  réel  dont  le  carré  fût  — i.  On  obtient 
pour  résultat  de  nouvelles  expressions  imaginaires,  et  il 
est  utile  de  reconnaître  les  relations  qui  existent  entre  les 
quantités  réelles  comprises  dans  les  expressions  données 
et  dans  celles  qui  résultent  de  leur  combinaison. 

Une  équation  où  entrent  des  quantités  imaginaires  est 
la  représentation  symbolique  de  deux  équations  entre  des 
quantités  réelles.  Ainsi,  l'équation 

a  -[-  b  \j—  i  =  a'  -^  b'  v/— ~i 
comprend  les  deux  suivantes  : 

u  =  a',      b  —  b'. 
143.  Toute  expression  imaginaire  a-\-b  y/  —  i  peut  être 


124  cour.s  d'analyse. 

mise  souô  la  forme  r(cos/  +  \/ — i  sinï).  Il  faut  et  il  suffit, 
pour  cela,  que  l'oii  ait 

/ ,—  "  ■  ^ 

r ■=!  \j n' -\- b'\      rnsr  =  et     sin^ 


on  a  aussi 

h 
laiiQt  =  -• 

La  quantité  /',  que  Ion  prend  loujours  positive,  est  dite 
le  modide  de  l'expression  imaginaire.  Les  valeurs  de  sin£ 
et  de  cost  font  connaître  Tare  t  ou  V argument  :  on  le 
choisit  ordinairement  positif  et  plus  petit  que  la  circonfé- 
rence. 

FORMULE    i)E    MOIVRE. 

144.    Le    produit    (cosar-f-y — i  sinx)   multiplié   par 

(cosj  +  V^ — 1  sin  j)  a  pour  partie  réelle 

cos:«:cosj  —  sin  a:  sin  j     ou     cos(.r+j), 

et  pour  coefficient  de  sl — i, 

sin  a:  cosj  4-  siuj  cos^     ou     sin  {x  +  j). 

Par  conséquent, 

(      (cosorH-y/ — I  sinjc)  (cosj  +  y/—  i  sinj) 
I  =:  cos(.r-t-j)  -+-\J —  1  sin(.r-hj). 

On  conclut  de  là,  quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs, 

\  (cosj;-f-v/— I  sinx)  (cosjH-v'~i  sinjr)(coszH-  v^— i  sinz). .  . 
I  =:cos(.r-hj-+z-t-.  .  .)  -h  V^ — ï  sinfx+j-f-s  +...)• 

En  supposant  x  =  )  =z  — on  en  déduit,  m  dési- 
gnant un  nombre  entier  et  positif, 

(i)  (cos^r  -h  V^ —  I  sin.r)'"  =  cos//?.r  +  \l ~  i  sin/w.r. 
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Celle  formule,  appelée  formule  de  Mowre,  est  encore 
vraie  lorsque  ni  est  un  nombre  fractionnaire,  positif  ou 
négatif. 

DÉVELOPPEMENT  DU  SINUS  ET  DU  COSINUS  d'uN  MULTIPLE 
d'un  arc  SUIVANT  LES  PUISSANCES  Dt!  SINUS  ET  DU  COSINUS 
DE  CET  ARC. 

145.  Si  l'on  développe  la  formule  (i)  et  que  l'on 
égale,  de  part  et  d'autre,  les  parties  réelles  et  les  parties 
imaginaires,  il  vient 

I  "i  (/«  —  1  ) 

I  cosw.r  =r  cos"'j: cos"'~"-jr  sin-.r 

j  m  [m  —  i)  [m  —  2  )  { /?/  —  3 ) 

f  H ^ — ^    / co?!"-'' X  sni' X  —    .. 

\  1.2.3.4 

et 

/  sinwx  =  m  cos"'~'j;  sinj" 
(3]      /  m{m — i)  (w  —  2) 


cos"'~'^  sin^.r  -|- . 


(  1.2.3 

On  voit  que  cosm.r  et  sinwx  s'expriment  en  fonction 
rationnelle  de  sinx  et  de  cosa:.  Dans  tous  les  cas,  cos/w.r 
peut  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  de  cosj;  seul,  mais 
?>\i\mx  ne  peut  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  de  sinx 
seul  que  si  m  est  un  nombre  impair. 

DÉVELOPPEMENT  d'uNE  PUISSANCE  d'uW  SINUS  OU  d'uN  COSI- 
NUS SUIVANT  LES  SINUS  OU  LES  COSINUS  DES  MULTIPLES 
DE   l'arc. 

140.  On  peut  aussi  résoudre  la  question  inverse  et  dé- 
velopper cos'"xet  sin"'ji:  suivant  les  cosinus  ou  les  sinus 
des  divers  multiples  de  x.  Soient 

M  =  cos.r-(-  \j —  I  sinx*  et     v  =  ces  a;  —  y/ —  i  sinx, 

on  aura     2cosx=ra  +  t'     et     2V'' — isin.r  =  M — v; 
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de  là  résulte 

,          ,                             ,          m  [m  —  1  ) 
■2"' cos"'^  =  [ii-\-  (>)'"  =  u'"  ■+•  mu'"~'  V  H ^^ H'"~2 (;2  _i_  .  .  . 

1.2 

m  [m  —  I ] 

H 5^ ii^fy-'  -\-  mue'"    '  -{-  (/". 

I  .2 

Il  convient  de  distinguer  deux  cas. 

1°  Quand  m  est  pair  et  égal  à  2«,  le  développement  ren- 
ferme un  nombre  impair  de  termes  et  il  y  a  un  terme  du 

.,.             .            m  (m  —  i).  .  Jn  -h  i) 
milieu  qui  est   ^ «'H»",   Un  a  donc,  en 

groupant  les  termes  également  distants  des  extrêmes, 

2"'COS"'~C  =:  «'"  -h  <>"'  +  milD  («"'~'-|-  f'"""-)  -h  .  .  . 

m  (m  —  I )...{«  H-  I ) 
I  H ^^ '-^ — ^^ '  «"('". 

[  I  .  2  .  3  .  .  .  rt 

Or  //P-)-t^/'=  icospx  et  lû'v^^i^  puisque  uv  =  \  ;  donc 

I    2"'  CCS'"  jr  =  2  cos/n.r  -f-  2/w  cos(/«  —  l)  x  -{-.  .  . 
m  [m  —  i).  .  .(«  +  r) 


-+■ 


I  .  2  .  3  ...  « 


d'où 


2"'~'  cos^o:  =  ces WJI'  H-  m  ces  im  —  i)a: 


^  '   ) -\ ^ '  ces /»  — 4)^-|--.-H ^^ -^ — ^ • 

[  1.1  ^  2  1.1.6. , .n 

1°  Si  m  est  impair  et  égal  à  2  «  -h  i ,  {ti-+-  w)'"  aura  "un 
nombre  pair  de  termes,  et  l'on  obtiendra  facilement 

/       2"'~'  cos"':c  =  cosmx  H-  m  cos{m  —  2) ^ 

(2)]       m(m  —  i)        ,  ,.  ot(/w  —  i). ..(«-+- 2) 

*    M  _i !^ -COs(m  —  Aj.T-\-...-', 5^ r, — -'cOS.r. 

[  1.2  i .i.ù. . .n 

\A1 .  Pour  avoir  sin"':t:,  il  faudra  prendre  la  formule 
u  —  ('  =  2  \J- —  1  sin  j:, 
et  en  élever    les   deux    membres  à   la   puissance  m-,    il 
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viendra 

/  ' \m         .  m  (m  —  i) 

^y/  —  I  j    2"' .  sm'"  JT  =  K'"  —  mu"'~^  i>  -+-  — > u"'-^v\  .  . 


f-  — î i  u'  ('"'--  rc  m  lu'"'-^  riz  i>^. 


1.2 

1°  Supposons  d'abord  m  pair  et  égal  à  2/1.  Alors 

(v/=:7r =(-!)«, 

et  il  V  aura  un  terme  du  milieu  qui  sera 

,    m  (m — i).  .  .(«  +1) 

zh  — ^ > '-  u"  V". 

1 . 2 . 3 ... « 

On  aura  donc,  en  groupant  les  termes  deux  à  deux, 

/  (—  I  )" .  2"  sin"'.r  =  («'"  +  1'"')  —  m  riv  ( «"'"'  +  1»"'-=) 
\  mim  —  i) 


il  .2 
I . 2.0. . .« 

ou,  en  remplaçant  «*  +  p*  par  2CosA':r,  n'^u''  par  i,  et 
divisant  les  deux  membres  par  2, 

/  (  —  I )" 2"'~'  sin'" X  =  ces mx  —  m  ces  [m  —  2 )  .r 
(3)     )  m{m—i)        ,  ..  _,\m{m—i)...(n-\-i) 

\  1.2  2         I . 2 . 3 ...  « 

2°  Supposons  maintenant  m  impair  et  égal  à  2  «  -h  i . 
Alors 

(^/— TV"  =  (_.)«  s/m, 

et  l'on  aura,  en  groupant  les  termes  deux  à  deux, 

( —  l)"  y  —  I  2""  sin" a;  =  ( u'"  —  u'")  —  miw  («'"-'  —  c"'--) 

mim  —  I  ) 

H ^^ '  uU'-'  «'"-*  —  (/«-*  )  —  . .  . 

1.2  ^ 

772  (/»  —  l).  .  .(/2-f-  2)  , 

I  .2.    .   .77 

En  général, 

«*  —  c*  =  2  y/ —  I  sin  /kX ,      u''u^'  =  i. 


laS  COLUS    U  A>AL\Si:. 

Donc,    en    divisant    les   deux    nieiabres   par   'i  sj — i,    il 
viendra 

i        ( — i)"  2'""'  siii"'x  =  swxnix  —  ///  sin  [m  —  i).r 

(4)1       mlm  —  \]    .    ,           ,.           _i_m{m — i)...(«-f-2)    . 
^^  '  1  _i : sin  [m  —  4  )  -^  •  •  •  —  — ^ ^ smx. 

f  1.2  ^  I . 2 ...  « 
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148.  On  a  ponr  toute  valeur  léelle  de  x  (  126) 

•Z'  "  .Z'^ 

6^  =  I  4-  .r  -I 1 -f-  .  .  .  . 

1.2  1.2.0 

Convenons  d'appeler  c^'~'  le  résultat  de  la  substiiu- 
lion  de  x\/ —  i  à  la  pla(  e  de  x  dans  la  série  ci-dessus  :  on 
aura 

,—  X-  X^\J I  X* 

c^'  -'  1=  I  -I-  .r  v'  —  I —  H 5—7  -f- .  ■  ■  , 

*  1.2  1.2.0  1.2.0.4 

OU 

/  ,_  .rî  .r' 

\  1.2  1.2.0.4 

(.     +v/=^("-T-b-^  1.2.14.5 -• 

ce  qui  revient  à 

(,\  e^^'— '  =  cos.r  +  y/ — i  sinx. 

En  cliangeant  x  en  —  x,  on  a 

(2)  6-^'^~' =  cosx  —  V  —  I  sinj-. 
On  lire  de  là  _  _ 

(3)  ^'05^^=  ~ 


et  _  _ 

(4)  .sin.r=: 


2S/ — I 

149.   Lorsque  x  et  y  sont  des  quantités  réelles,  on  a 
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La  même  rrlalioii  a  lieu  quand  on  a  2:  y— 1  el  y  \J i 

au  lieu  de  x  et  de  )  .  Eirectivement  on  a,  en  multipliant 
membre  à  membre  l'equalion  (1)  et  celle  qu'on  obtient 

par  le  changement  de  x  en  r, 

_    •      _ 

c'est-à-dire 

On  peut  encore  démontrer  celte  relation  de  la  manière 
suivante.  Quand  .r  ety  sont  réels,  on  a 

il  s'ensuit  que,  dans  ce  cas, 


1=  r-i-  f.r-h.r)  4- 


1-2  /    \  1.2 


)  .  2 


Or  cette  relation  est  une  identité,  car  elle  doit  avoir 
lieu  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x  et  de  7  ,  sans  au- 
cune dépendance  entre  ces  valeurs.  Par  conséquent  , 
l'identité  subsiste  encore,  lorsqu'on  change  x  et  r  en 
x\' — I  et  1  V  —  i;  donc 

450.  Par  extension,  on  est  convenu  de  représenter  par 
gx+.vv_i  j^  résultat  de  la  substitution  de  ,r  +  >  y/I^Y  à 
la  place  de  x,  dans  la  série 


1.2  I  .  ■> .  3 

La  formule  e"Xe'  =e'^+-^  est  encore  vraie  lorsque 
les  exposants  sont  de  la  forme  x  -\-  y  \ — i . 

En  effet,  on  aura  d'abord,  en  changeant  y  en  y  s/^^ 
dans  l'équation  identique  (6), 
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i3o  cou?. s  d'akai.yse. 

on  a,  par  conséquent, 

^j:4-,.  v'_i  __  f,z^çç,^j  _|_  y/_  ,  sinj-), 

donc  * 

^x+jv  — ^  pu+.v- _  ^,x+»[j.os(^^,_,_  ,.^  _^  ^Cr7  sin(j+  (')], 

c'cst-à-dirc 

151.    ToiUe  expression  imaginaire    a  +  by  —  i   veut 
être  mise  sous  Informe  6*^+'*"'.  En  eflet,  comme 

f,j+r  v'-i  __  ^  (cos_>-  -f-  y/ —  I  sin_x)i 

il  suffit,  pour  opérer  cette  transformation,  de  poser 

e^'cosj  z=z  a,      r^  s'my  =z  b  ;      d'où     [r^)-  =  a-  -\-  b'\ 

et  comme  e"^  est  toujours  positif, 

t'^=  4-  \/a--r-  ù';      d'où     .r  =  -  l('a=+ ô^». 

On  aura  ensuite 

a  .  h 


COSJ 


Sja'  +  h^ 


et      sinj 


y  a^-j-  A^ 


Alors,  si  o  est  le  plus  petit  des   arcs  positifs  qui   ont 

fl  '  .  b 

pour  cosinus,   et  — ^iz^^zn  pour  sinus,  on  aura 


y'«=  +  ^= 


i  étant  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  négatif. 
D'après  cela,  on  a 

On  peut  aussi  obtenir  ce  résultat  de  la  manière  sui- 
vante. Posons 


p  (  CCS  <f  ~\-  \'  —  1  sin  '^  )  =  fl  +  i  y/- —  i , 
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=  S'fi'-i-  b't       cosffi  =  — r^==      et      sin«  = 


]1  suflil  doDC  que  Ion  ait 

e''(cosj  4-  \J —  I  sin  y  ]  =■  p(cos(j)  4-  \l —  1  siny), 
c'est- à -dire        <?^cos  j  =  pcosa,      r^sin/  =  psinip  : 


(le  (à  on  lire     [e'^y z=z  (-'' ^     d'où     e''=p=  +  y'^'-^-A^, 
))ar  suite  c.osr  =  cos»     et     sin  r  =  sin  çp  ; 

donc 

/  étant  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  négatif, 
ce  qui  donne,  comme  plus  haut, 

LOGARITHMES    IMAGINAIRES. 

152.  Si  Ton  convient  d'appeler  logarithme  népérien 
àe  a  -\-b  \  —  1  l'exposant  imaginaire  de  e,  dans  l'égalité 
précédente,  on  aura 

\[a  4-  b\J—  i)  =  -\[(i-->t-  ^j')  H-  (a/îT  4-  0^)^/117. 

Sous  ce  nouveau  point  de  vue,  une  quantité  quelconque 
a  un  nombre  infini  de  logarithmes,  parce  que /peut  avoir 
toutes  les  valeurs  entières  possibles,  positives  ou  négatives. 
Si  ^  =  o,  on  a,  en  désignant  par  \[a)  ces  nouveaux  lo- 
garithmes, 

I  [a)  z=  la  4-  (2/77  4-  !}))  \l —  I . 

Si  a  est  un  nombre  positif  A,  on  a  (ç  =r  o  et 

1(A)  =1A4-  li-i^\J—ii 

ce  qui  montre  qu'un  nombre  positif  a  un  seul  logarithme 
réel  et  une  infinité  d'imaginaires. 

9- 
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Si  a  est  un  nombre  négatif  —  A,  ou  a  <p  =  tt  cl 

I(— A)  =  IA  +  (2/-M)7rv/^. 

Ceci  fait  voir  qu'une  quantité  négative  n'a  pas  de  loga- 
lithme  réel,  puisque,  même  en  faisant  /=  o,  on  a  tou- 
jours 

1(—  A)  =  lA  -4-  TTv/—  •  • 

Dans  le  cas  oti  A  =  i ,  on  a 

1  (i)  =•  2/7ry/ —  1       et       1(— i)  =  (-2/  -f- l)rr\/— I  . 


EXERCICES. 

1 .  l'rniivcr  In  différentielle  de 

y  —  1  (cos.r +  V''—  1  sin.r). 
SoLiniON.  dy  =  \/  —  I  dx. 

2.  /(z)  étant  uno  fonction  réelle,  si  l'on  pose 

(in  aura 

r/P  _  f/Q       ^/^  _  _  l(0 

dx       dy         dy  dx 

3.  Si  l'on  pose,  clans  la  question  précédente, 

dx-\-dy\J  —  \  =  \Jdx'  -\-  dy-  (  COS  &i  +  v^  ~"  •  si  n  w  ) , 
on  aura 


r/"P 


r/"Q 


d"V  r/"P 

— — -  COS  n  oj  +   ,  „  ,    ■   sin  n  w 

r/.r  dx      dr 


d"V 


sin  oj 
r/«P 


r/j", 


7;^''"""-^z^?^=^ 


COS//W 


./,-". 
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RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  BINOMES. 

Rébolulion  de  l'équation  x'"=z  a.  —  Théorème  de  Cotes.  —  Résolution  de 
l'équation  «'"  =  —  n,  —  de  l'équation  a:"'=  a-i-b  \J — i  • 


RÉSOLUTION    DE    L  ÉQUATION    X"'  =  Cl. 

153.   La  formule   de   Moivre  peut  servir  à    résoudre 
l'équation  binôme  a:'"  =  ±  fl.    Nous   traiterons  d'abord 
l'équation 
(  I )  x'"  =  a, 

(i  étant  une  quantité  réelle  et  positive,  A  cet  efl'et,  posons 

.r  =  /•  (  cosr  -h  V  —  I  ''"^  ')> 
d'où  x"'r= /•'"  (cos/wr  +  y/-   I  sinwf)  : 

on  aura  pour  déterminer  r  et  t  l'équation 

r'"  \ç,o%mt-\-  y  — I  sin  mt)  =  a, 
qui  revient  aux  suivantes  : 

/•'"  CCS  mt  =z  a,     r"'  smmt  =  o. 

En  élevant  ces  deux  équations  au  carré  et  ajoutant,  on 

a  d'abord 

r""  —  a\ 

d'où 

m,— 

r  —  ^^a, 

H- 7«  désignant  la  valeur  arithmétique  de  la  racine  m''""' 
de  a.  Il  suit  de  là  que 

sin/7jf=o     et     tos/?<^  =  +  i: 


i34 

donc 
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iiit  =  iiv,       d'où      /  = 


/  élanl  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  négalil. 
Ainsi  l'équation  (i)  est  résolue  par  la  formule 


X  z=:  T  \  ces 


Il  TT 


m  ) 


154.  Pour  avoir  toutes  les  valeurs  de  a",  il  suffit  de 
donner  à  /  les  valcuis  o,  i,  p,,  3,.  .  .,  m  —  i.  En  effet, 
posons 

/  =  fiirj  +  /•, 

A  étant  un  nombre  entier,  positif  et  moindie  que  ni.  Il  en 
résulte 

2  /  7r  2  /  TT        .2/77  .      2  ^-  W  2/7:  1  A  77 

- — ^z^inr.  H ?  sm :=sin -,  cos ^=cos •> 

iii  m  /n  m  m  m 

et,  [)ar  conséquent, 

2  /  7T  / .       "?.!  T:  "Zh  -K  , .      2  /■  77 

COS h  V  —  '  ^"* ^^^  '■'^^ ^~  V  —  '  ■''" 


Doiii'  la  Jormuie 


2  /  TT  ,— .       2  / 

r  i  cos (-  V'  —  '  ^ifi 


donne  toutes  les  valeurs  de  x,  lorsqu'on  attribue  seule- 
ment à  h  les  valeurs  o,  i ,  2,  3, .  .  . ,  //i  —  i . 

De   pins  ,    les  m  valeurs    ainsi   obtenues    sont   diffé- 
rentes.   En    elTet ,   comme   A    est  plus   petit  que   m    et 

.   .,,  ik-r:      .  ,  ,  1 

positif,  on  a <^27T-    par  conséquent,  deux  quckon- 

(lues  des  arcs  considérés  n'ont  pas,  à  la  fois^  même  sinus 
et  même  cosinus. 

155.  H  n'est  même  pas  nécessaire  de  donner  à  A  toutes 
les  valeurs  entières  de  o  à  m  —  i .  Eu  effet,  posons 
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il  viendra 

■i.k-K  ?. /'tt  -xliv:  lh' t:      .     iKt.  .     1  l' -r: 

=  2  7r )Cos =icos 5  sin  —  =  —  sin ? 


7T         , .    : 

—  —  y — I  sill- 


et, par  conséquent, 

2  /■  TT  , .      2  ^-  TT 

ces h  V  —  'Sin -- 

m  m  m 

Il  suit  de  là  (|ue  la  ibrniule 

(o)  jc  =  r     c<is  IJZv  —  J  sin 

\  m  m 


donnera  loutes  les  valeurs  de  a:  en  attribuant  à  A  les  valeurs 
m         m  —  I 

2 

pair  ou  impair. 


o,  I,  2,0,...,  jusqu  a  —  ou ■>  suivant  que  ni  sera 


THÉORÈME    DE    COTES. 


156.  La  formule  précédente,  en  faisant  connailre  toutes 
les  racines  de  l'équation  l)inôme,  permet  de  décomposer 
le  premier  membre  de  celte  équation  en  facteurs  réels  du 
premier  ou  du  second  degré. 


Nous  distinguerons  deux  cas  : 


1°  Si  m  est  pair,  on  donnera  à  A  les  valeurs  o,  i ,  2, 


i,  ni 


, .  .  . ,  Jusqu  a  —    L  équation  x'"  —  /  '"  =  o   aura   pour 


/  27r  1 2  TT 

,7:  =r  /•  I  ces  — -  zt;  V  —  I  Sin  — 
*         //i  m 


X 

= 

r  1 

/ 
ces 

4- 

/Il 

±: 

V— 

1  sin 

///  / 

.r  =  —  /•. 


Donc,  en  groupant  les  facteurs  qui  correspondent  aux 
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racines  conjuguées,  on  aura 


(0  i 


v"- —  r"' =  {x' —  /■'') 

X    -^^ — 2/cos  — •j;4-''' 
m 


2  r  cos 


[m  —  2)77 
■2/C(JSi 'X-\-/ 


2"  Si  /?i  est  impair,  ou  doit  taire  A  égal  à  o,  i ,  2,  v5, . . , , 
1  et  1  equauon  x    —  /'"  =  o  aura  pour  racines 


2  TT  / 2  7T  \ 

»s  —  zàz  V —  '  ^''^  —  )  ' 
///  ///  / 

/      4^  .    / —  •   4^\ 

\         i/i  m  ) 


X  =z  r     cos 


— ^— ±:  v— I  SI»  ^ '—  )• 

f  m         J 


Dans  ce  cas,  on  a 


i--^) 


/  )       X- 2/' cos 


<x  -\-  r 


I  X  (•''''' — 2/ cos—  •X+/M-"  ( . 


[m —  i)n 

X'  —  2/"  cos  -^ 'X-h' 


Fiîi 


L'interprétation  géométrique  de  celle  formule  el  de  la 
précédente  conduit  au  théorème  de  Cotes. 

Décrivons  un  cercle  avec  un  rayon  égal  à  /■;  menons  un 

diamètre  A  A',  el,  à  partir  du 
point  A,  divisons  la  circon- 
férence en  m  parties  égales. 
Prenons  sur  ce  diamètre  une 
longueur  OlM  =  x,  et  joi- 
gnons le  point  M  aux  divers 
points  dedivision.  MB  étant 
Tnne  de  ces  lignes,  on  aura 

ivrB'=  Ob'    I-  OM  —  2  OB  .  OM  cosBOA, 
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OU  INI B .  MB'  =  x-  +  /•'  —  2.rx  cos 

m 

De  mèuie, 

MC .  MC  =Jc'-\-r^—Q.  r.r  cos  — 

r/i 

On  retrouve  ainsi  les  divers  facteurs  du  second  degré  qui 
composent  x'" —  r'". 

Si  ni  est  pair,  il  y  aura  deux  Tacleurs  réels  du  premier 
degré  a:  —  ?•  ei  x  -\-  r  représentés  par  MA  et  MA',  et  dont 
le  produit  donnera  le  facteur  du  second  degré  x^ —  r'^.  Si 
m  est  impair,  il  n'y  aura  qu'un  facteur  du  premier  degré 
X  —  r  ou  MA. 

D'après  cela,  les  formules  (i)  et  {2)  expriment  ce  théo- 
rème dû  à  Cotes,  que  la  différence  des  m"""^'  puissances 
des  lignes  OM  et  OA  est  égale  au  produit  des  lignes 
menées  du  point  M  aux  divers  points  de  division  de  la 
circonférence. 

UÉSOLUTION    DE    l'ÉQUATION    X'"  =  «. 

157.   Soit  maintenant  à  résoudre  l'équation 

x'"  =  —  a. 
Posons  encore 

X  =  r{cost  -f-  y/ —  i  sin^), 

d'où  af=r"'[cosmt-{-\J — i  ^ïnint); 

ou  aura,  pour  déterminer  rclt,  les  deux  équations 

r"'  cosnii  =  —  (i     et     /'"  sinwf  =  o. 

On  tire  de  là 

r  =  -\-'i^/a,      s'mmt  z=:  o,      cosml= — i. 
Donc 

(21-1-    I  )   TT 


r/i 


(  =  [21  -+-   1)  7!-,         d'où        f 


/étant  un  nombre  entier  fpiekonquc,  posiiit  ou  lu'gani  , 


-]■ 
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par  conséquent  x  est  donnée  par  la  formule 

r        (2/-t-  I  )7T         , .    (a/  -I- 

X  --=  r\  cos f-  V  —  I  sin 

L  "'  '" 

Comme  dans  le  cas  précédent  (n°  lo4),  il  suffit  de  faire 
successivement  i=  o,  i,  2,...,  [m  —  1),  pour  avoir 
toutes  les  valeurs  de  x.  De  plus,  ces  valeurs  sont  diffé- 
rentes; en  effet,  si  A  désigne  Tun  des  nombres  o,  i,  2, 
3, ...,  {ni — 1),  comme  A  est  au  plus  égal  à  m  —  i  et  a/t  +  i 


au  plus  égal  à  2  m  —  1 , 


2  ;. 


)r: 


est  toujours  plus  petit 


(jue  2  7r-,  par  conséquent,  les  m  arcs  considérés  n'ont  pas 
à  la  fois  le  même  sinus  et  le  même  cosinus. 

158.  Il  n'est  pas  nécessaire  de  donner  à  h  toutes  les 
valeurs  entières  de  ohm  —  i.  En  effet,  si  l'on  fait 

A  =z  m  —  I  —  A', 
il  vient 

\o./n  —  f?,/'  -f-  I  IItt  ,■ .     [2//?  —  11/,-'  -h  l]]n 

cos  ■ —  +  V  —  I  sm- ^ -î— 


(2X-' 


'2/{'-+-   1)77 


—  V 


par  conséquent  la  formule 


(2/t  +  i)7r    ,       ,- 
ces —  rir  V  • 


9J- 


--] 


donnera  les  m  valeurs  de  .r,  en  attribuant  à  A  toutes  les 
valeurs  entières  jusqu'au  plus  grand  nombre  entiex'  qui 

—  •,    c  est-a-uire    qu  on    s  arrêtera    a 


ne  surpasse  pas 


,  /«  —  I    . 
SI  m  est  pair  et  a si  ni  est  impair 


lo9.  De  même  que  dans  le  cas  précédent,  on  pourra 
décomposer  x'"  -+-  /'"  en  facteurs  réels  du  second  degré,  et 
trouver  une  interprétation  géométrique  du  résultat.  On 
aura  un   théorème  analogue  à  celui  du  n"  156  avec  celte 
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did'crL'iiceque  les  divisions  delà  circonférence  en  m  par- 
lies  égales  ne  commenceront  pas  tout  de  suite  au  point  A, 

mais  au  point  qui  en  sera  distant  de  l'arc  — 

RÉSOLUTION    DE    l'ÉQUATION     X"'  =:  (l  -\-  h  \J I  . 

IGO.  En  dernier  lieu,  soit  à   résoudre  l'équation 

.r"'=  a  -+-  h  sj —  I  . 

-    Remplaçons    (i-\-  h  \J  —  i    par  p  (  ces  ce  -f-  y' —  i  sin  (p  )  -, 
j)OSons  enfin 

X  =  r  [coÀt  -j-  \j —  I  sinf); 

on  aura  les  deux  équations 

/■'"  cosnit  =  0  cos'i»,      /•'"  sit)  nit  =  p  siu  ^. 
On  tire  de  là 

(/•'")■-' =  p%      d'où      /•'"  =  -h  f,      ft      /•  =zz  + '^p, 

~\- y  p  étant  la  valeur  arithmétique  de  la  racine //i"""^  de ^. 
Il  vient  alors 

cos  ntt  =  coS'j),     sin  lut  =  sin 'f  ; 

par  conséquent, 

///t  = 'iin -h  (0,       U  ou      1=  -•, 

m 

i  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  né- 
gatif 5  par  suite, 

X  z=z  r{  cos 


cos -'  -f- V—  i  sni 

\  m  m       J 


On  prouvera,  comme  précédemment",  qu'il  sullit  d(> 
donner  à  /,  dans  cette  formule,  les  valeurs  o,  i,  2,.  .  ., 
jus([u'à  m  —  I,  et  l'on  obtiendra  ainsi  pour  .r,  m  valeurs 
différentes. 

1(51.    La  lesolulion  de  iéc^ualion 

x"'"'  -h  UX"'  -\-  f/  z=z  o 
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esl  mainlenaiîl  facile  à  opérer;  car  on  tire  de  celle  équa- 
tion les  suivantes  : 


qui  rentrent  dans  Tun  des  cas  déjà  traités. 


I 


i 
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DOUZIÈBIE  LEÇON. 

EXPRESSIONS  QUI  SE  PRÉSENTENT  SOUS  UNE  FORME 
INDÉTERMINÉE. 

Vraie  valeur  des  expressions  qui   se   présentent   sous   l'une   dos  formes 

-, — ,  oxîc,  0°,  i"  .  — Extension  des  règles  précédentes.  —  Appli- 
o    co 


VRAIE    VALEUR    DES    EXPRESSIOJNS    QUI    SE    PRESENTENT    SOUS 


O 
LA    FORME  -• 
O 


162.  Soit  ^ — -  une  fraction  qui  se  réduit  à  -  quand 

/(.r)  ^  o    ^ 

X  =  a.  On  se  propose  de  déterminer  la  valeur  vers  la- 
quelle tend  ~ — -')  lorsque  x  s'approche  indéfiniment  de 

la  valeur  particulière  a.  C'est  celte  valeur  limite  de  ~ — : 
qu'on  appelle  souvent  la  vraie  valeur  de  la  fraction  qui  se 
présente  sous  la  forme  indéterminée  -  •  Puisque  o  [a]  =  o 
et  f{a.)  =  o,  on  a  identiquement 

^(^)  f{x)  —  (j)(  a)  (»{x) .}•  —  a 


or,  X  tendant  vers  la  valeur  r?,  î-^-^ — — '  -,  — — ^^—-^ 


tendent   respectivemer)t,    et   par   définition   même,  vers 
c^'(a)et/'(a).  Donc 

lim  -77- —  =  ~ —  ,      ou      liiii =:   mi  -'-— — -• 

On  arrive  encore  à  ce  résultat  par  la  séi'ie  de  Taylor. 
Supposons  que/f"+'^(«)  et  '■v'"+'^  (<i)  soient  les  premières 
dérivées    qui    ne    s  annulent    pas    simultanément    pour 
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x  =  a',    on   aura,    on    posant    x  =  a. -i- h   dans  la    for- 
^mule  (il)  f]unM!22, 

^{a-[-/i)  —  ■— — ,  .    ,     ,  ?( 


1.2.3. 


o("+0   ('/ 


f{a^/i)  = 


l,u+S 


;/^" 


d'où 


*(  « 


I .  ?.. 3 ...  « 


0//), 


d'où  l'on  lire,  en  faisant  h  =  o, 


6' A' 


lir 


f^:) 


û(''+') 


t«  I 


/f.rj       /C+'^C^) 


163.   Exemples,    i"   L'expression 


devient 


pour  X  =^  a.  Or  la  dérivée  de  a'"  —  a'"  est  mx'"   ' ,  et  celle 


de  j:  —  «est  i  j  donc  la  vraie  valeur  de 


est  ma" 


pour  X  =  rt,  quel  que  soit  vt. 

2"  En  appliquant  la  même  règle,  on  trouve  que,  pour 


X 


<7,  la  vraie  valeur 


de 


est  o. 


On  peut  le  voir  autrement,  car 

jc^ —  /^a.T''-\-  5a''x  —  2fl'  =  (jT  —  a)-  [x  —  2^), 
X-  —  «-  =  (.7T  —  a][x  -{-  a); 

donc  la  fraction  donnée  est  égale  à 


X  —  a]-[x- 


(x. 


[x  —  n)  [X  -\-  a)  X  -h  a 

expression  qui  devient  bien  o  pour  x  =  a. 

3**  Soit Pour  o:  =  o,  celte  fonction  devient 


la  dérivée  de  s\nx  est  cosx,  et  celle  de  j:  est  i  ^  donc  la 


,.     .      1    sin.r 

limite  de est  i  pour  a;  =  o. 


Ce  résultat  doit  être  considéré  comme  une  vérification, 
mais  non  comme  une  démonstration,  puisque  nous  n'a- 
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vons  oblenu  la  dérivée  de  s'in.r  qu'en  nous  appuyant  sur 

1         ,                   ,.      sinj- 
ce  théorème,  que  lini est  i  pour  x  ==  o. 

,     X-            1-              1.1'-                        1       sin'x 
4"  En  appliquant  la  même  théorie  on  trouve  lim 

pour  X  =  o-^  cette  limite  est  o. 

On  y  arrive  aussi  de  la  manière  suivante  : 

sin-:i"        ,.      sinx         ,. 
hm =  lini  ■ X  hm  sin  j?  =r  i  x  o  =  »• 

On  aurait  de  même 

tantja-        ,.      sin.r        ,.         i 
lini '■ —  =  imi X  lim =  i  x  i  =  i  • 

X  .T  COS  v: 

:")"  Limite  de —. pour  x  =  o. 

x-  —  sm.r 

On  trouve  successivement 

ta'  ix)         e^  +  e~^  —  2         o 

■^—-^  = =  -  pour  xz=  o; 

f  [x)  I  —  cosj:  o 

tt'V.r)         c^  —  e~''        o 

— --  =  =  -  pour  ^  =r  o  ; 

J    [x]  suix  o 

0)'"  ix)         e-'  -4-  e-' 
f    [x]  COS.r 

La  limite  cherchée  est  donc  égale  à  2. 

On  serait  parvenu  à  ce  résultat,  en  remplaçante",  e~' 
et  sina:  par  leurs  développements  en  séries.  En  elïel, 

e^'^z.i  -{-x  -\ -I ^-— .  -4-  .  .  .  , 

1.2         1.2,0 

e~^  :=  i  —  X 


s\nx  =  X .,  4- 


1.2  1.2.3 

x^ 


1.2.3        I .2,3.4  5 
donc 


(^  —  e~^  —  2  .r  =  2 -f 


1.2.3         1.2.3.4-5 
x^  x'' 

1.2.3        1.2.34-5 
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d'où 


2 


■2X  \l.2.3  1.2.3,4-5 


.1'  —  sinx  x^  i" 


.2.3        1.2.3.4.5 


Si  Ion  divise  le  numérateur  el  le  dénominateur  du  se- 
cond membre  par  x^,  puis  qu'on  fasse  x  =  o,  on  ironve 
encore 


e^  —  c~^  —  2  .r 

X  —  sinj: 

6° 

lim  - 

X*  —  .r 

1  —  X  -h  \x                     ' 

7" 

r          1"^     _ 

.7?    T 

co 

VALEUR    DES    EXPRESSIONS    QUI    PRENNENT    LA    FOR^ME 

CO 

164.    Supposons    que     l'expression    '  prenne   la 

forme  —5  pour  a:  =  a,  il  s'agit  de  déterminer  la  valeur 

00 

de  lim  ^^.  On  a 

I 


«p(.r) 


or,  pour  .r  =  ^7,  --. — -  et— — -  sont  nuls.  Donc  la  vraie  va- 
leur  de  celte  expression  sera  la  limite  du  quotient  des 
dérivées  de  -r- — -  et  de  -7—75  eî  Ton  aura 

/(.r)  o{x) 


ini 7— 


,^{x 


AM 
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OU,  en  désignant  pai'  A  la  limite  de 


(p(x) 


A  z=\\m- --A', 

d'où 

A      ou      liin  — — — -^rlini-^- 

On   rctorabe  ainsi  sur  la  règle  donnée  dans  le  cas  où 

,,  .  ,1.0 

1  expression  proposée  devient-;  par  conséquent,  si  «  -)-  i 

désigne  l'ordre  des  dérivées  de  '^^{x)  et  de  f{x)  cjui,  les 
premières,  ne  sont  pas  nulles  ou  infinies  à  la  fois,  ou  a 

hm  -^7 =  — 7 


165.   La  démonstratioH  précédente  suppose  que  A  ou 

lim  ^7- — -   est  différente  de  o  ou  de  l'infiui:  ie  dis  d'abord 

que   la    même    règle   subsiste   quand   A  =  o.    En   eflet, 
g  désignant  une  constante,  l'expression 


f[x)       ^  f[x) 


«:> : A  „„  ^(^. 


deviendra  encore  —  pour  x=.a\  mais  comme  A  ou  ,. 

co    ^  J[a) 

est  nulle,    sa  vraie  valeur  est  g.   Donc,  d'après  ce  que 
nous  venons  de  démontrer, 

donc 


/'(«] 


o  r=  A. 


Ainsi,  dans  ce  cas,  l'application  de  la  règle  générale  con- 
duit à  la  vraie  valeur  de  l'expression. 

Il  en  résulte  qu'elle  v  conduirait  encore  si  A  était  in- 
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finie 
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=  00  ,  on  a 


et 


/{a}         "'    '■-"  ^(«) 
par  conséquent  -77; — r  =  co  . 


=^  o.  Donc 
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1G6.   Pour  trouver  la  valeur  de  l'expression  ^[n)f[n)^ 
dans  laquelle   cp(<7.)  =  o  ct/(rt)=oo,  on  observe  que 


?(^)/(-'^)  = 


?(-) 


...         o 
expression  qui  devient  -  pour  x  =.  a. 

On  peut  encore  poser 


(p(.r)/(.r)  = 


/(^) 


Vi-^V 


qui  devient  —  pour  x  =^  a. 


Dans   les    deux   cas ,  on  appliquera  les  règles  précé- 
dentes. On  trouvera  ainsi 


lim     (i  —  .t)  tang —     :=  - 


pour  x=i  i. 


i67.  Lorsque  les  dérivées  de  !J>(^)  et  de  f{oc)  con- 
duisent à  des  expressions  qui  présentent  toujours  pour 
x  =  rt  la  même  indétermination  que  celle  dont  on  clierche 
la  vraie  valeur,  on  est  obligé  d'avoir  recours  à  des  artifices 
particuliers.  Celui  qui  réussit  le  plus  généialemcnt 
consiste  à  remplacer  x  par  a-\-h^  à  développer  les 
fonctions  par  la  série  de  Taylor,  à  opérer  toutes  les 
réductions  et  simplifications  possibles,  et  à  faire  finale- 
ment h  =  o. 

.     V .r  —  \i7i  -{-  V .'-•  - 


Ainsi 


y/.i.--  —  a- 


devient  -  pour  x  =  a.  Le 
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I  I 


j           , ,  .    ,         2  i/.r         2  \  .r  —  a     ,      .  co 

quotient    des    dérivées    — ^^ ^ devient    — , 


et  il  est  évident  que  les  dérivées  suivantes  donneront 
toujours  —  Pour  déterminer  la  valeur  de  cette  expres- 
sion, posons  X  =  a  -{-  h-^  elle  devient 

sja  -+-  h  —  \J  a  -\-  \Ji 
>J h  y  2rt  +  h 

Si  Ion  multiplie  les  deux  termes  de  ce  rapport  pai 
\  a  -\~  h  -Y-  va-,  il  vient 

h  -{-  sfîi  [sja  +  A  -h  V«  ) 


divisant  ensuite  ces  deux  termes  par  y  ^,  on  a 

V  /^  -+■  V«  -I-  A  "h  y/« 
\jia  H-  h  (y  rt  -^  h  +  y'aj 

expression  qui,  pour  h  =  o,  devient 

2.  \fâ  I 

2  y/fl  .  y  2rt  y  la     ■ 

On  serait  encore  parvenu  à  ce  résultat,  en  développant 


\a-\-  h  par  la  formule  du  binôme. 

VALEUK    DES    EXPRESSIONS    QUI    PRENNENT    LA    FORME    o" 
OU     I*. 

168.  L'expression  y  (.x:)^^^^  prend  une  forme  indéter- 
minée lorsque  les  fonctions  f{oc)  et  '^^{x)  s'annulent 
toutes  les  deux  pour  x=^a\  on  trouvera  sa  vraie  valeur 
en  cherchant  celle  de  son  logarithme  cp(j')  \f[x). 

Par  exemple,    soit   à   trouver   poui'  jr  =  oo   la   limite 

10. 
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I 

àcf[xY.  Le  logainlhme    népérien   de  cette  expression 


est  -^   et  sa  limite  est  celle  de  —-. — f-   Un  aura  donc 


—  lim ; — 

\{mf{xY=e       J^''\ 

De  même  la  vraie  valeur  d'une  expression  qui  prend  la 
forme  i""  se  déduira  de  la  vraie  valeur  de  son  logarithme 
qui  prendra  la  forme  oo  X  o. 

EXTENSION    DES    KÈGLES    PRÉCÉDENTES. 

169,  Les  règles  établies  ci-dessus,  pour  trouver  la 
valeur  des  expressions  qui  deviennent  indéterminées  pour 
X  =  <i,  subsistent  encore  lorsque  a  devient  infini,  puis- 
qu'elles sont  vraies  quelque  grand  que  soit  a\  mais  la  dé- 
monstration ne  pourrait  plus  se  faire  delà  même  manière. 
Nous  allons  arriver  directement  à  ces  règles  dans  le  cas 

d'une  expression  qui  prend  la  forme  -  pour  0^=00  .  A 
cet  effet,  soit  x  =  -\  on  aura 

y 


(jV  -^'^'^^C-)^ 


d'où 


!imli:^Ulim'^^ 


^"'       /(; 


Or,  pour  jr  =  00  ,  on  a  r  =  o  :  donc 


i\  , /  I  \  /       » 


'0) 


,  ?    1       I    1 

y        y        \y    V     r' 


-G)    ^'ij)H 
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bien 


■■(;) 


hm  i- —  =  hm  — f-^  =  hm  ^— — ^z 

Mais  avant  d'appliquer  les  règles  il  faudra  bien  s'as- 
surer   que   1  expression  proposée,    ainsi    que  ^       ,?  ap- 

proche    d'une  limite    quand   x  tend  vers   l'infini .    Par 

exemple,  l'expression 

cns.r 

t  H 

.r  +  cos  JC  X 

X  —  sin  j:                sin  x 
I 


tend  vers  i  pour  a:=  co  ,   tandis  que  le  rapport  des  dé- 

.    ,      I  —  sin  X  ,  , ,  . 

rivées a  une  valeur  complètement  indéterminée 

T  COSJC  ^ 

quand  a:  =  oo  . 

EXERCICES. 

.  1-  „       X         I-        1.2.3.  ..« 

1.  lim.r"e~'^  =  lim =  o     pour    x=^\ 

cette  limite  est  encore  o,  même  quand  n  n'est  pas  entier,  comme 
on  s'en  assure  en  développant  e*  en  série. 

2.  lim.r'^=i.      pour     a:  =  oo  . 

3.  Um(A^"'+B.r"'-'-f-...  +  U)^=^  I,     pour    .x- =  oo  . 


4.  lim(i+j;)'' =  6'    pour    x~o. 

5 .  =  \a  —\h     pour     x  =  o 
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TREIZIEME  LEÇON. 

DÉVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES. 

Extension  du  théorème  de  Taylor  aux  fonctions  de  plusieurs  variables. 
—  Extension  du  théorème  de  Maclaurin.  —  Propriétés  des  l'onclioiis 
liomo[jènes. 

EXTENSION  DU  THÉORÈME  DE  TAYLOR. 

170.  Soit  II  =J'[x,j)  une  fonction  de  deux  variables. 
Pour  développer  f[x-\-li^  J^~t~^)  suivant  les  puis- 
sances de  h  et  de  A',  on  change  d'abord  x  en  x -\-  hf^ 
Y  en  7  4- Af  et,  dans  le  résultat  y  (x -j- //ï,  J-hf^f) 
développé  suivant  les  puissances  ascendantes  de  t  par  la 
formule  de  Maclaurin  ,  on  fait  t=  i. 

Soit  donc 

/{x-hht,j-h^tj  =(p(f)  =  U; 

si  Ton  pose,  pour  simplifier  la  notation, 

x-\-//t=z/j     et     f-\-At  =  (/, 
ou  a 

V  =  ^{t)=/{p,    q). 

Maintenant  on  a,  d'après  la  série  de  Maclaurin, 

oit)  =  q)(o)  -+-  t^'(o)  H tt-"(o)  +  ...  H 5 <p(")(o)-hR 

et 

Mais ,  à  cause  de  œ  (f)  =  U , 

,'  (0  .u =^/P  +  ^  "1  =  (-^  /' + ^  ^  )  '". 

puisque  Ton  a 

dp  =  luU.,      dq  =  kdt'^ 
dom; 

dV  ,       r/U  , 

*  dp  (iq 
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» 

Si  Ton  désigne  '^  [t]  par  U',  U'  sera  encore  une  fonction 
de  p  cl  de  r/,  cl  l'on  aura 

'     ^   '         dfj  dq  dj)^  dpaq  dq- 

Mais  le  dernier  membre  n'est  autre  chose  que  le  déve- 
loppement de  (  -7—  h  H — —  A  j  dans  lequel  on  aurait  rem- 
placé r/U'^  par  d^  U5  on  peut  donc  écrire  la  formule  sym- 
bolique 

\dfJ  dq        ) 

on  aura  de  même 
et,  en  général, 

ce  qu'on  démontrera  aisément  en  faisant  voir  (comme 
pour  les  différentielles  totales  des  fonctions  de  plusieurs 
variables)  qu'une  nouvelle  différentiation  revient  à  mul- 
tiplier   chaque   terme  de    l'expression   symbolique    par 

-y-  h  -f-  -7—  A,  puis  à  changer  les  exposants  de  r/U  en  in- 
dices de  différentiation. 

Ainsi  donc  on  aura  généralement  : 

,  .,   ,        r/«U  ,  r/«U       ,  ,         «(«  — l)       d"\]        ,         , 

^      ^'        dp""  dp-'-'dq  1.2       dp-'-^dq- 

n      ^^"^      /,/.«-,       ^  ^« 
dp  dq^^~'''  dq'^ 

171.   Maintenant,  comme 

ll=f[x,y),      l]=f{p,q),      p  =  X-^ht,       q=zy-\-k(, 

si  Ton  fait  ^=0,  /'  devient  égal  à  x ,  q  à  y^  U  à  ;/ ,  et 
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l'on  a 

'f  lo)=/(^»  J)  =  "'> 

/</a  ,        du     \(" 


<pC")  (o)  =  (  —  /i  4-  —  / 


Ida  du   ,\("^ 

\dx  dy 

d'ailleurs ,  si  l'on  pose  ^  =  i ,  on  a 


I  .  2  . 3 ...  « 
donc 


WH^)-rHo)]; 


du  .\r-l 


I  ,  du  ,        du  ,  I     /du  ,        du  ,\ 

\  1.2.3  y/.r  dj    j  i.-i...n\dx  dy    j 

On  a  d'ailleurs 

—  — -1—  Ff— /i -i   —  A-V"'-  (  — //       — /{V"'! 
~^  \.i.  .  .n\\dp    '    '     dq     )  \dx  dj    j      J' 

expression  dans  laquelle  il  faut  remplacer  p  par  x  -4-  Oh, 
et  q  par  7-^  +  61. 

172.  Comme  h  et  A  sont  les  accroissements  arbitraires 
des  variables  indépendantes  x  et  y,  on  peut  les  remplacer 
par  dx  et  dj  ,  ce  qui  change  ^'  {o)  en  c?<<,  i^"(o)  en 
/^/^  /<,  etc.,  et  il  vient  : 

/'  ,  ,  d^  u  d^  u 

\-^    ^  ^  J.2  1.2.3 

d"  u    - 
H -•  +  R. 


On  parviendrait  de  la  même  manière  à  la  formule 

.)          )                             d-u                          d"i/. 
'  )=//,  +  du  H h-  .     .  H f-  R  , 

1  12  1.2...// 
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du ,      dV ,      dv  ,  V"^ 

t/p  d(/  dr  / 

du    ,  du    ,  du   ,  \  ("^ 

/,+  /,+  /.-l-, 

dx  dy  dz 


Dans  cette  expression  symbolique,  on  a 

H  =f{x,x,  z.  .  .),     U  —f{p,  <j,  '■...), 
p  —  X  -h  B/i,      rj  =zr-Jr  OA,      r=  z-{-OI.  .  ., 

et  9  représente  une  fraction  positive. 

Quand  on  reconnaît  que  le  reste  R  peut  devenir 
plus  petit  (jue  toute  quantité  donnée,  lorsque  /i  est 
assez  grand,  la  série  indéfinie  qui  forme  le  second  membre 
de  l'équation  (2)  est  convergente  et  a  pour  somme 
f[x-\-li,j-\-]x^  s  +  /,  ...).  C'est  la  série  de  Taylor  éten- 
due à  un  nombre  quelconque  de  variables. 

173.  On  peut  faire  voir  ici ,  comme  poiu-  les  fonctions 
d'une  seule  variable,  qu'eu  prenant  h  et  k  assez  petits, 
un  terme  quelconque  du  développement,  s'il  n'est  pas 
nul,  surpassera  en  valeur  absolue  le  reste  de  la  série,  à 
partir  de  ce  terme. 

Ainsi  soit,  dans  la  série  (i),  le  terme 

l  j  d"u  ,  d"  u       ,  d"  Il      \ 

1.2...  «  \f/x"  dx""^  dy  Cl  y"       J 

on  a  . 

f/"U         d"  n  i      d"\\  d"u     \  k 


R     _    dp"  dx''  \dp"-' dr/         dx"-' dr  I  /i 

'^n+\  d"  Il  f/"  U         /• 


dx"  dx"-'  dy  k 

après  avoir  divisé  les  deux  termes  de  la  fraction  par  A". 

f^                   ,                    ,                   d"  n         ,      .  d"  u 

Ur,   pour  «  =3  o  et  A=  o, devient 


dp"  dq"--"  dx"  dj"-" 

donc,  en  prenant  //  et  A  assez  petits,  le  numérateur  poiina 
(Mre  rendu  plus  petit  que  toute  ffuantité  donnée,  [niisqu'il 
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se  compose  de  groupes  de  termes  qui  tenddftt  séparément 
vers  zéio,  tandis  que  le  déuominateur  a  une  limite  diffé- 
rente de  zéro;  donc,  etc. 

EXTEKSIOJV    DU    THÉORÎiME    DE    MACLALRIN. 

174.    Supposons    que,     dans    le     développemenl    de 
f{x  4-  A,  7+  A)  du  n*^  171,  on  fasse  a:=  o,  r  =  o.  Dé- 


(la     du 
dx'  dy'' 

.  .  . ,  pour  X 

«JU    l|UU     uc 

On  : 

lura 

(     f[h,k)^ 

■"•  +  (^')/' 

idu\     H'.' 

^  +  ...4-r 

Celte  formule  deviendra,  en  remplaçant  h  par  jc,  A  par  j, 
3j  .     ^'^' -'•'="•  ^(^^).-'^C^).'' 


(-[(S).-(l)/]'^' 


R, 


et  l'on  aura 

1.2.0. . . « 


Ah h\      —     —  //H /• 

\dp  dq     ),  \dx  dy    /„     J 


expression  dans  laquelle  on  doit  faire  x  =  o,  j=  o,  et 
remplacer  h  par  x,  A  par  jy,  /^  par  Qx  el  q  par  0j^. 
Lorsque  R  tend  vers  o  à  mesure  que  /î  augmente,  le  se- 
cond membre  de  (3)  donne  lieu  à  une  série  convergente 
qui  a  pour  somme  f[x^  y).  C'est  la  série  de  Maclaurin 
étendue  aux  fonctions  de  deux  variables.  On  l'étendraii  de 
la  même  manière  aux  fonctions  d'un  nombre  quelconque 
de  variables. 
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FONCTIONS    HOMOGENES. 

173.  Une  fonction  est  dite  homogène,  lorsqu'on  mul- 
tipliant les  variables  qu'elle  contient  par  un  même  fac- 
teur, le  résultat  est  égal  à  la  valeur  primitive  de  la  fonc- 
tion multipliée  par  une  certaine  puissance  de  ce  facteur. 
Ainsi  f  [x,  j  ,  z)  sera  une  fonction  homogène  si  Ton  a 

f{tx,  ty,  tz)=t"'f{x,  y,  z); 

m  est  dit  le  degré  de  la  fonction. 

176.   Si  Von  divise  une  fonction  homogène  de  degré 
m  par  une  des  variables  élevée  à  la  puissance  m,  la 
fonction  ne  dépendra  plus  que  des  rapports  des  autres 
variables  ii  celle-ci. 

En  eflet,  posons  tj:  =  i,  on  aura  i  =  -,  et  la  relation 

f[tx,  tj,tz)  =  t'"f[x,y,  z) 
devient 

\  .T       X  /  X"' 


Réciproquement.,   si   cette  condition   est   remplie,    la 
fonction  est  homogène.  En  effet,  si 


f[x,y,z)  =  x"'^(lr^ 


ou  a 


f{tx,ty,tz)  =  f\r^-^(^-,^. 

Eliminant  la  fonction  ip,  il  vient 

f{tx,  ly,  tz)  =  t'"/{x,  y,  z), 

ce  qui  démontre  que  la  fonction /^(.r,  ) ,  z  )  est  homogène. 

177.  Les  dérivées  partielles  et  du  premier  ordre  de 
toute  fonction  homogène  du  degré  m,  f(x,  y,  z),  sont 
des  fondions  homogènes  du  degré  (m  —  i). 
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Soit,  en  effet,  — — ^—  =  '^(o:,/,  z)-^  on  a  (175) 

f{t.r,tf,tz)  =  t"'f[x,  x,z); 
d'où,  en  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  x^ 

^{tx,ty,tz)t=  t"'^{x,  X,  z); 
ce  qui  revient  à 

<^{tx,  ty,tz)  =  t"'-'<f{x,x,z); 

donc  (f{x,  y,  z)  ou est    une   tonclion  homo- 

ox 

gène  du  degré  m  —  i . 

178.   Pour  toute  fonction  homogène,  on  a 

/{t.T,tx,tz)  =  t"'f{x,x,z); 
posons 

t  =  1  -+-  x. 

On  aura,  u  désignanty(.r,y,  z), 

{a)  f{x  H-  C/.X,  X  +  ajj   z  -|-  az)  =  (i  -+-  a)"'M. 

Or,  la  série  de  Taylor  pour  les  fonctions  de   plusieurs 
vai'iables  (172)  donne 

/[x  +  :/.x,    J  +  aj,    z-t-az) 
du  du  du    \  a?-   (du  du  du    \  l^) 


\ax  dx  dz    ]       i.2.\dx  dx  dz    / 

puis  le  développement  du  binôme  donne 

,  ,  m  (m  —  i)       , 

( I  H-  a)'" u  =z  u  +  niu a  -+-  — ^ ■  « «^  +  .  .  .  . 

1.2 

Comme  l'équation  [a)  est  identique,  il  en  résulte 

du  du  du 

^')  TTr'^^d^^'^dl  '  =  "'"' 

du  du  r/«     \(') 

«X  c/r  '  dz     1 

:  du  du  du     \  (*'  ,  ,   ,  , 

(3)  -T-  ■'■  +  -r  >'  +  -3-  21        =  m{m  —  I)  (m  —  ?.  )«, 

//r  dy  dz      I 
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La  relation  (i),  la  plus  importante,  montre  que  la 
soînnie  des  dérivées  partielles  d'une  Jonction  homogène, 
multipliées  respectivement  par  la  variable  correspon- 
dante, est  égale  à  la  Jonction  multipliée  par  son  degré. 

179.  Exemple. 

u  =  A.r2-hBj  =  4-  Cc=H-  2  Dr-  +  aExz-f-  aF.r) . 

On  a  —  =  2  A  ,r  4-  2  E  3  -f-  ?.  F 1 , 

du  ^ 

—  =  'i  B  V  -I-  2  D  z  -+-  2 F.r, 
ay 

du  ^  T^  ,, 

—  =  iCz  -h  2Dr  +  2hx, 
dz 

,  du  du  du 

d  OU  ■^3-  +  ^":r+  ^  ~r 

ax  dy  dz 

■=.i[k.T-  -\-  Bj''  H-  C;'  +  2Dj-z  +  2  E.rz  +  2Fxr)  =  2  //. 

180.  On  peut  obtenir  l'identité  (i)  directement  comme 
il  suit. 

Posant  tx  =/>,     ty  =  q,      tz  z=z  r, 

on  a 

f[p,q,r)-t"'f{x,y,z); 

d'où  il  résulte,  si  l'on  prend  la  dérivée  des  deux  membres 
par  rapport  à  /, 

df{p,  q,r)  d/ip,  q,  r)  df{p,  q,  r) 

dp  dq  dr 

—  mr-'f{x,  y,z). 

Cette  identité  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  t  ;   or 
si  t  =  i^ 

flf{p,  7.^)         (^f[p^q->r)         (lf{p,  q,  !•) 
dp  dq  dr 

deviennent  respectivement 

du  du  du 

dx  dr  dz 


l58  COURS    IJ  ANALYSE. 

donc 

,   ,  (la  du  du 

d.r  (ly  (Iz 

181.  Pour  démontrer  directement  la  relation  (2),  il 
faut  dilïérenlier  (i)  par  rapport  k  x,  h  j  et  à  5:5  ce  qui 
donne  les  équations 

d- u  d^u  d'^u         du  du 

X    .—.     -\-  y -H  z  —- -  +—=/«—, 

dx-  d.r.  dy  dz  dx        dx  dx. 

dUi  d'^u  d'' u  du  du 

dxdy  d)"  dy  dz        dy  dy 

d-it  d^u  d^  u         du  du 

X •  -f-  r -4-  z    H — —  =  w  -—  • 

dx  dz       -^  dy  dz  dz'  dz  dz 

Ajoutons  ces  équations  respectivement  multipliées  par 
x^r^  z,  puis  retranchons  des  deux  membres  de  l'équation 
résultante  la  quantité 


du  du  du 

T-'^  ■^-r^'^l'^- 
dx  dy  dz 


iendra 


(du  du  du    \(')  ,  , 

On  obtiemlrait  de  la  même  manière  les  équations  (3), 
(4)  et  suivantes  (178). 
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QUATORZIÈME  LEÇON. 

MAXIMUil  ET  MINIMUM  DES  FONCTIONS  D'UNIE  VARIABLE. 

Maximums  et  minimums  dos  fonctions  d'une  seule  variable  indépendante. 
—  Applications.  —  Maximums  et  minimums  d'une  fonction  implicite. 


MAXIMUMS    ET    MINIMUMS    DES    FONCTIONS    D  UNE    SEULE 
VARIABLE    IJNDÉPENDÂWTE. 

182.  Soity'(.r)  une  fonclion  d'une  seule  variable  a:. 
Si,  en  faisant  croitre  x,  la  fonclion  prend  une  valeur  réelle 
qui  surpasse  celles  qui  la  précèdent  et  celles  qui  la  suivent 
immédiatement,  cette  valeur  de  la  fonction  est  dite  un 
maximum.  On  a^^eWe  minimum  une  valeur  moindre  que 
les  valeurs  voisines. 

S\f{x)  devient  un  maximum  gour  x  =  a,  la  diffé- 
rence/'(a -f- A)  — y(«)  sera  négative.,  quel  que  soit  le 
signe  de  A,  pourvu  qu'on  prenne  1i  suffisamment  petit. 
Cette  différence  sersàl  positive  s\  f  [a]  était  un  minimum. 

483.  Une  fonction  peut  avoir  plusieurs  valeurs  maxi- 
mums et  minimums^  lesquelles  doivent  sesuccéder  alterna- 
tivement. Un  maximum  peut  être  moindre  qu'un  mini- 
mum. Un  maximiim  négatifdevient  un  minimum  quand  on 
fait  abstraction  de  son  signe,  et  de  même  un  minimum  né- 
gatif pris  positivement  devient  un  maximum.  Ces  diverses 
conséquences  de  la  définition  sont  rendues  manifestes 
F'S- 8.  par  l'inspection  de 

tb 


a  cour  De  sinueuse 


^^Y^'        ABCDE.  Soit 

I  .r=/{^) 


l'équalion  de  cette 
courbe  \  les  valeurs 


lÔ'o  COURS    D  ANALYSE. 

maximums  cl  minimums  def(x)  sont  évidemment  les  or- 
données des  points  A,  B,  etc.,  où  la  tangente  est  parallèle 
à  l'axe  des  o^/pn  voit  que  l'ordonnée  du  point  A,  qui  est 
un  maximum,  est  moindre  que  l'ordonnée  du  point  D, 
qui  est  un  minimum,  et  que  l'ordonnée  du  point  B,  qui 
est  un  maximum  en  valeur  absolue,  est  un  minimum 
quand  on  la  prend  avec  son  signe. 

i84.  On  sait  que  la  fonction /(x)  croit  continuelle- 
ment lorsqu'en  faisant  croître  x,  dans  un  certain  inter- 
valle, ladérivéey  (x)  reste  constamment  positive,  et  que 
f[x)  décroît  au  contraire  quand,  la  dérivée  est  négative. 
La  fonction  y  (j:)  ne  devient  donc  ni  niaximuni  x\\  mi- 
jn'inurn  tant  que,  x  croissant,  la  fonction  dérivée  con- 
serve le  même  signe.  Mais  si  la  dérivée  change  désigne 
lorsque  x  atteint  et  dépasse  une  certaine  valeur  a,  alois 
la  fonction  y  (a:)  deviendra,  pour  celle  valeur,  un  maxi- 
mum si  la  dérivée  passe  rlit  positif  au  négatif,  ou  un  mi- 
nim.um  si  la  dérivée  passe  du  négatif  au  positif.  Cette 
dérivée  ne  peut  d'ailleurs  changer  de  signe  qu'en  s'éva- 
nouissant,  ou  bien  encore  en  devenant  discontinue  ou 
infinie.  Ainsi,  les  valeurs  de  .r  qui  rendent /"(jr)  maxi- 
mum ou  minimum  sont  uniquement  celles  pour  les- 
quelles j' [x]  devient  nulle,  infinie  ou  discontinue  en 
changeant  de  signe. 

185.  Ordinairement  le  maximum  et  le  minimum  ré- 
pojident  à  des  valeurs  de  x  pour  lesquelles  la  fonction 
dérivée  change  de  signe  en  s'évanouissant  et  en  restant 
finie  et  continue.  Dans  ce  cas,  on  peut  établir  les  condi- 
tions du  maximum  et  ceiles  du  minimum  à  l'aide  de  la 
série  de  Taylor.  On  a  d'abord 

f[x  +  h)-f{x)  =  hf'{x)-^K. 

^'\f'[x)  n'est  pas  nulle,  la  différence /(a:  4- A) — f{^) 
a  le  même  signe  que  I/f'{x).  Cette  différence  change 
donc  de  signe  avec  A;  doncy(.r)  n'esl,  dans  ce  cas,  ni 
maximum  ni  minimum  pour  cette  valeur  de  x. 
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Mais  siy{.r)  est  nulle  et  si^"(.r)  ne  l'est  pas,  on  a 

alors,  quel  que  soit  le  signe  de  A,  /"(x  +  /i)  — f{^)  a  le 
même  signe  (\VLe  f"[x).  Donc  s>\f"[x)  est  positive  pour 
la  valeur  de  x  que  l'on  considère  et  qui  annuley' (.r), 
f{x)  est  un  minimum,  etsi^  "(x)  est  négative, ^(x)  est 
un  maximum. 
'  Mais  s\f"iyx)  est  nulle,  on  aura 

/(.r  +  /0— /(^)  =  1-^/"'{^-)-{-R; 

et  siy"''''(x)  n'est  pas  nulle,  J'(x' H- A) — f{x)  changera 
désigne  avec  h  -/{x)  ne  sera  ni  maximum  ni  minimum. 
Si  /"'  (x)  =  o,  on  aura 

ety(x)  sera  un  minimum  ou   un  maximum  selon  que 
/'"[x)  sera  positive  ou  négative  pour  la  valeur  dex  qui 

annule/"'(x), /"(x),/'"  (x) -,  et  ainsi  de  suite. 

186.  En  général,  quand  une  valeur  de  x  annale  quel' 
ques-unes  des  dérivées  successives  f'(x),  f"(x), .  . . ,  si 
la  première  dérivée  quelle  n\i7inule  pas  est  d'ordre 
pair,  la  fonction  f(x)  est  un  minimum  ou  un  maximum, 
selon  que  cette  dérivée  est  positive  ou  négative -^  mais  il 
ny  a  ni  maximum  ni  minimum  si  la  première  dérivée 
qui  île  s^ annule  pas  est  d 'ordre  impair. 

Cette  règle  s'accorde  avec  celle  que  nous  avons  donnée 
plus  haut  (n"  184)  5  car  si,  par  exemple,  les  trois  pre- 
mières dérivées  s'annulent,  on  aura,  en  appliquant  la 
série  de  Taylor  à  la  dérivée, 

/' (x  + /O  =  i-^/'V:^)  +  R', 
et  Ton  voit  bien  quef'{x)  changera  de  signe  avec  A.  Il 

l  .    Q*  Mition.  I  I 
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est  rlair  qiw  J' [x)  ne  cliaiigerait  pas  de  signe  avec /*  si 
la  première  dérivée  qui  ne  s'annule  pas  était  d'ordre  im- 
pair. 

APPLICAïIOAS. 

187.  i"  Minimum  de  x'' .  Comme  il  revient  au  même 
de  faire  la  recherche  du  mininuim  sur  le  logarithme  né- 
périen de  cette  expression,  posons 

y  ,r )  =  1 .  ^^  =  x\  .T  ; 
on  aura         /^'('*') 
Or  si  Ton  fait 


i  +  l.r     et    /"(.r)  =  -. 

X 


on  a 


1  +  1  j:  =  o, 
Ix  =  —  I ,       d'où       j:  ■=.  f~^  =  — • 


Reste  à  savoir   si^^l-) 

est  bien  un  maximum  ou  un  minimum.  Or,  comme 


ou  -  1  (  -  I J    et  par  suite 


y 


'\¥ 


e>o, 


on  en  conclut  que  x''  a  un  minimum  qui  répond  à  a:  =  -• 

i'^   On  donne  deux  points  A  et  B,  situés  dans  deux 
F'K-  9-  milieux  différents,  séparés  par 

|k  une  surface  plane  P.    Un  mo- 

bile se  meut  dans  le  premier 
milieu  avec  une  %ntesse  uni- 
forme u,  et  dans  le  second  mi- 
lieu avec  une  vitesse  uniforme  v  ; 
on  demande  le  chemin  AHB 
que  ce  mobile  doit  suivre  pour 
se  rendre  de  K  en  JS  dans  le 
temps  le  plus  court. 

Il  est  clair  d'abord  que  ce  chemin  doit  être  composé 
(le  lignes  droites.  Je  dis  ensuite  que  la  ligne  brisée  qui 
résout  le  problème  doit   être  dans  le  plan  ABCD,  con- 
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duit  parles  perpendiculaires  AC,  BD  au  plan  P.  En  effet, 
supposons  que  celte  ligne  soit  AGB  et  qu'elle  rencontre  le 
plan  P  au  point  G  non  situé  dans  le  plan  ABCD.  Menons 
GL  perpendiculaire  à  CD,  et  joigtioas  AL  et  BL.  Les 
triangles  AGL  et  BGL  étant  rectangles  en  L,  ou  a 
Ar-.<^  AG  et  BL  <<  BG5  par  suite,  le  mobile  ira  plus  ra- 
pidement du  point  A  au  point  B  en  suivant  le  chemin 
ALB  qu'en  suivant  le  chemin  ACtB. 

Cherchons  donc,  dans  le  plan  ABCD,  perpendiculaire 
au  plan  P,  la  ligne  AHB,  qui  est  parcourue  par  le  mo- 
bile dans  le  moindre  temps  possible.  Soient 

AC  =  fl,      BD=b,     CB  =  c     et     CH=:r; 

le  temps  qvxe  le  mobile  emploiera  pour  aller  de  A  en  H 

AH          i a- -\- y-  ,    .        ,.,  n        1     rT 

sera  —  = 5  et  celui  qu  il  mettra  pour  aller  de  n 

„            BH        s/b'-h{c  —xV  .         ,      ^         . 

on    B  sera  —  =- ^^— — — '-•■,    par   suite,    la  lonction 

qu'il  s'agit  de  rendre  un  mininuim  est 

f(r)  =  1 h    ' '-■ 

a  I' 

Posons  donc 


ou  bien 


u  \i  n^  -j-  ,r-         I'  \  h- 


u  \  a^  -h  ■7:-        ('  \' h'  rr  {c  —  .r)' 

Si  l'on  voulait  tirer  de  celte  équation  la  valeur  de  x, 
il  faudrait  en  élever  les  deux  membres  au  carré,  et  l'on 
aurait  ensuite  à  résoudre  une  éjjuation  du  (jualriènie 
degré.  Mais  comme 

-  =  sin  (>AH  =  sm  AHK, 


v/6- 


~'^"  =siiiHBD  =  sinBHI, 
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on  voit  que,  dans  le  cas  du  minimum  [la  tonciiony  (j:) 

n'a  pas  évidemment  de  maximum],  on  a 

■sinAHK  _  sinBHI  sinAHK  __  u 

u  c  sinBHI         c 

Dans   la  théorie  do  la   lumière,   la  quantité   ->   rap- 

port  des  vitesses  de  la  lumière  dans  les  deux  milieux,  est 
l'indice  de  la  réfraction  de  la  lumièrcj  au  passage  du  pre- 
mier milieu  dans  le  second. 

3"  y^(-^^  ==  c' +  2COSX  -f-  e~''. 

On  a 

y  [jt)  1=  e'^ —  7. sin.r  —  c~', 

f"i^x)  =  e' —  2cos.r  -f-  e~'. 

Si  l'on  égale/^'(x)  à  o,  on  ax=o.  valeur  qui,  sub- 
stituée dans/(a:),  donney(o)  =4- 

Pour  savoir  si  c'est  un  maximum  ou  un  minimum, 
substituons  o  à  la  place  de  x  dans  f"[x).  Comme 
/"(o)  =  o,  il  faut  aller  plus  loin.  Or 

y"  (.r)  =  e'^-l- asin.r  —  e~^      et      f^''[x)^=e'-\-o.co?,x-\-e~'', 

d'où  l'on  tire 

/■"(o)  =  o     et    /-(o;,  =4; 

donc  jr(o)  =  4  "St  un  minimum  à(.'f{x). 

4°  Trouver  la  distance  niiniiAum  d^iin  point  donne 
M  (a,  b)  à  une  courbe  dont  on  connaît  V équation 

Joignons  MK,  K  étant  un  point  quelconque  de  la 
courbe.  On  aura 

MR=  [x  —  a\-->r  {y  —  h)\ 

En  égalant    à  zéro  la  différentielle  de  cette  expression, 

nous  aurons 

dj 

i^x~a)-i-{j-b}  —  =o, 
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équation  qui  revieiil  à 

y  —  b   ily 


•2) 


—  a     tir 


dy 


Or  celle  relation  entre  —  »  coefticient  anij;ulaire  de  la  tan- 
dx 

gente  à  la  courbe  donnée  au  point  (^',  J  ),  et  ^^ ?  coef- 
ficient angulaire  de  la  droite  MK,  montre  que  ces  deux 
droites  sont  perpendiculaires  entre  elles.  Donc  la  droite 
minimum  doit  couper  la  courbe  donnée  à  angle  droit. 

Si  la  distance  MK  était  susceptible  d'un  maximum,  ou 
le  trouverait  encore  par  la  résolution  des  équations  (i) 
et  (2).  Considérons  en  particulier  le  cercle  dont  l'équa- 
tion est 

a;'  + r' —  r\ 

cly  jc 

On  aura  -— =: 1  et  la  lelalion   {'i)  deviendra 

ct.v  Y  ^ 

y  —  h  X 


X  —  a     y 


o\\  bien,  après  réduclion, 


y^-x. 


Ainsi,  pour  déterminer  x 
et  y,  nous  aurons  les  deux 
équations 


-\-y-=zr 

b 

y  =  -  .T, 


-i—  qui,  prises  simultanément, 

représentent  les  points  d'in- 
tersection du  ceicle  donné  avec  la  droite  MO.  Alors  KM 
sera  la  distance  minimum,  et  K'M  la  distance  maximum. 
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comme  ou  le  verra  facilement  en  considérant  les  dérivées 

suivantes. 

Mais  il  se  présente  ici  une  singularité  que  l'on  peut  ce- 
pendant expliquer  par  la  définition  même  des  maximums 
et  des  minimums. 

Supposons  que  le  point  donné  soit  le  point  N  situé  sur 
l'axe  des  abscisses  à  une  distance  a  du  centre.  Le  carré  de 
la  distance  NH  sera  représenté  par  l'expression 

_>--i-(.r — ay, 
ou  bien  pai" 

Or  la  dérivée  de  cette  expression  est  une  quantité  con- 
stante ( —  2rt)  qui,  par  coïiséquent,  ne  peut  être  égalée  à 
zéro.  Ainsi ,  quoiqu'il  existe  une  distance  minimum  qui 
est  NA,  on  ne  l'obtient  pas  par  notre  procédé.  Cela  vient 
de  ce  que,  d'après  la  définition,  une  fonction  est  mini- 
mum pour  une  certaine  valeur  de  la  variable,  lorsqu'elle 
augmente  pour  des  valeurs  plus  grandes  et  plus  petites 
de  cette  variable.  Or,  si  NH  est  considérée  comme  une 
fonction  de  x,  NA  n'est  plus  un  minimum  dans  le  sens 
que  nous  venons  de  dire,  puisque  cette  fonction,  réelle 
pour  des  valeurs  de  x  moindres  que  r,  devient  imaginaire 
pour  des  valeurs  plus  grandes. 

5"  /  {x)  =  x"'  {&  —a:)". 

Cette  fonction  est  nulle  pour  a:  =  o  et  pour  x  =  b.  11 
(•st  clair  qu'entre  les  deux  valeurs  o  et  ^  ,  il  y  en  aura 
au  njoins  une  pour  laquelle  elle  sera  maximum^  vu  pre- 
nant la  dérivée ,  on  aura 

/'  (.7;)  --  mx"'-'  {h  —  a:)"—  /i.r'"  [h  —  x)"-', 
.—.  jjn—i  ^ |5,  —  x)"~'  [/nh  —  ni.r  —  nx). 

Il  faudra  donc  poser 

,■,■"—'  (  /;  —  .>■  )"-  '  [m h  —  (  ///  -+-//)  .r]  =r  o  , 
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ce  qui  donne  les  trois  valeurs 


inb 


b,         .7. 


A  la  première  correspond  un  maximum,  car  la  dérivée 
passe  évidemment  du  positif  au  négatif  quand  x  dépasse 

I         1            "'^ 
la  valeur 

///  -+-  // 

Si  m  est  pair,  à  la  valeur  o  correspondra  une  valeur 
minimum  de  la  fonction,  mais  dans  ce  cas  seulement. 
En  effet,  pour  des  valeurs  positives  ou  négatives  très- 
voisines  de  zéro,  les  facteurs  de  la  dérivée,  [b  —  .r)"~'  et 
inb  —  (m-f-«)x,  sont  toujours  positifs,  tandis  que  le  fac- 
teur x'"~^  passe  du  négatif  au  positif,  puisque  m  est  pair  : 
la  fonction  sera  un  minimum  dans  ce  cas.  Mais  si  m  est 
impair,  aucun  des  facteurs  de  la  dérivée  ne  changera  de 
signe,  et  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  minimum. 

On  verra  de  même  qu'à  la  valeur  h  il  correspondra  lui 
minimum  si  n  est  pair,  et  qu  il  n'y  aura  ni  maximum  ni 
minimum  pour  x=  b,  si  n  est  impair. 

MAXIMUMS  ET    AÎIMMt  MS   DES    FONCTIOTS'S    IMPLICITES    DLAE 
SEULE    VARIABLE    IiNDÉPKNDAWTE. 

188.   Soit 

J-'  —  2  tn.rj  -+-  X-  =  (I , 

une  équation  (pii  détermine  y  en  fonction  de  .r.  On  peut 
trouver  les  maximums  et  les  minimums  de  >  sans  la 
résoudre.  Rn  effet,  la  différcntialion  do  celle  équation 
donne 

.  'h- 

[y—  iiix)  — ruj-{-  ,/■  =  o, 

(Ix 

,,    .  dy        niY  —  X 

flou  -f-  = 

tlx         y  —  in  r 
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Comme  les  valeurs  de  x  qui  répondent  à  des  maximums 
ou  à  des  minimums  de  >  doivent  satisfaire  à  la  condition 

on  aura  ces  valeurs  en  résolvant  les  deux  équations 

y  —  2  w.r )  -\-  x-  =  a ,      X  —  mr  =  o. 

189.  Supposons,  pour  plus  de  généralité,  (jue  l'on  ail 
trois  équations  entre  quatre  inconnues  : 

i/[-^,y,  -,  «)  =  o, 

(i)  9{^,y,  -,  II)  =  o, 

L'une  quelconque  des  variables,, r  par  exemple,  pouna 
être  prise  pour  variable  indépendante;  les  trois  autres 
seront  alors  des  fonctions  de  celle-ci.  Considérons  en  par- 
ticulier la  fonction  u.  Pour  trouver  les  valeurs  de  x,  ainsi 
que  les  valeurs  correspondantes  dej'"et  de  z,  qui  donnent 
des  maximums  ou  des  minimums  de  t/,  on  observe  que, 
dans  le  cas  ordinaire  du  maximum  ou  du  minimum, 
on  a 

du 

dx 

D'après    cela  ,   la    différentialion    immédiate    des    équa- 
tions (i)  donne,  en  yregardant  j  ,  z  et  u  comme  des  fonc- 

1  -1  ,  du 

tions  de  x  et  supprimant  les  termes  ou  entre  — , 


(^) 


dx       dr 

d.T        dz 

dz 

r/(j)        d(f 
dx        dy 

dy       d.^ 
dx       dz 

dz 

d^        d^ 
dx       dy 

d.T        ilz 

dz 
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Un  élimine  -=-  el  —  et  1  on  obtient  une  equalion. 
dx       dx 

(3)  Fi>-,   J,  Z,   Il     =r  G, 

qui  ,  jointe  aux  équations  (i)  .  délerraine  les  valeurs  de 

x,  y,  z  et  u. 

En  différentiaut  de  nouveau  les  tkjuations  (i),  on  ob- 

d^  u 

tiendra On  v   substituera  les   valeurs   trouvées  de 

dx- 

,  d^-  u  .  .  ,       . 

x^  y,  z,  u,  et  selon  que  -— -  sera  positive  ou  négative, 

u  sera  un  minimum  ou  un  maximum. 

dr  dz 

L'élimination   de  -j-  et  de—  entre  les  équations  (2) 

peut  se  faire  en  ajoutant  ces  équations  multipliées  res- 
pectivement par  I ,  X  et  ^u,  et  choisissant  les  indétermi- 
nées X  et  p.  de  manière  que  dans  le  résultat  les  coefficients 

de  -^  et  de  -^  soient  nuls.  On  remplace  ainsi  les  équa- 

dx  dx  ^  ^ 

tions  (2)  parcelles-ci  : 

df  dm  d-h 

dx  dx  dv 

df       ^  do  dit 

'""  \d^^'dJ--^^dt-=''^        . 

f   df  do  db 

\  dz  dz  dz 

1/éliminalion  de  \  et  de  p.  conduit  quelquefois  plus  rapi- 

d)  ,     dz 

~  et  de  — 
dx  dx 


dément  à  l'équation  (3)  que  celle  de  ~  et  de  - —   entre 


les  équations  (2). 

190.  On  pourrait  avoir  à  déterminer  les  maximums 
ou  les  minimums  d'une  fonction  explicite  F  (x,  )  ,  z^  u) , 
.r,  j",  z  et  u  étant  des  variables  liées  entre  elles  par  les 
équations 

i/{^',  y->  -5  ")  =  o, 

■  \  =?(-^,  y,  ^>  «)  =  o, 

'  -H''^  :>">  ^-  ")  ~  "• 
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L'une  des  variables,  x  par  exemple,  pourra  être  re- 
gardée comme  indépendante;  j,  z,  n.  F{x,j,  z,  ii), 
seront  alors  des  fonctions  de  x. 

Pour  résoudre  celte  nouvelle  question  ,  il  suffit  de  re- 
marquer qu'elle  est  un  cas  particulier  de  la  précédente, 
savoir  celui  dans  lequel  la  fonction  implicite,  dont  on 
cherche  les  maximums  et  les  minimums,  n'entre  que  dans 
une  seule  des  équations  (i). 

EXERCICES. 

1 .  Quel  est  le  plus  ^laiid  quadrilatère  que  l'un  puisse  former 
firec  quatre  eûtes  donnés? 

SoLUTio.v.  —  Le  quadrilatère  doit  être  inscriptible. 

2.  Trouver  sur  une  circonférence  donnée  un  point  tel,  que  la 
somme  de  ses  distances  à  deux  points  donnés  soit  un  maximum  ou 
un  minimum. 

Solution.  —  Le  point  cherché  est  le  point  de  contact  de  la  cir- 
conférence et  d'une  ellipse,  tangente  au  cercle,  ayant  pour  foyers  les 
deux  points  donnés. 

3.  Inscrire  dans  une  sphère  donnée  un  cône  dont  la  surface 
totale  soit  un  maximum. 

SoLUTiois.  —  En  désignant  par  .r  la  hauteur  du  cône  et  par  /•  le 
rayon  de  la  sphère,  on  a 

'Jl3  —  v/'i7 

X  = — -  r. 

i6 

i.  Circonscrire  à  une  sphère  donnée  un  cône  dont  le  volume  soit 
un  minimum . 

Solution.  —  Mêmes  notations. 

.r=  4/-.       vol.  niax.  =  -tt/-*. 

5.  Parmi  toutes  les  paraboles  que  peuvent  décrire  des  corps 
pesants  partant  d'un  point  donné  avec  une  vitesse  donnée.,  trouver 
celle  qui  a  l'aire  la  plus  grande. 

Solution.  —  Parabole  décrite  par  un  corps  lancé  dans  une  fli- 
rection  inclinée  de  6o  degrés  à  l'horizon. 

fi.  Parmi  toutes  les  cordes  d'une  même  longueur  inscrites  dans 
une  rourhe  donnée,  déterminer  relie  qui  retranche  le  plus  grand 
nu  le  plus  petit  segment. 
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Solution.  —  La  corde  doit  faire  des  angles  égaux  avec  les  tan- 
gentes menées  à  la  courbe  par  ses  extrémités. 

7.  Deux  roues  circulaires  extérieures  l'une  à  l'autre  sur  un  même 
plan  tournent  uniformément  autour  de  leurs  centres  fixes,  l'une 
faisant  deux  tours,  Vautre  trois  tours  par  seconde.  Déterminer  les 
époques  et  les  positions  des  deux  roues  pour  lesquelles  deux  points 
marqués  sur  leurs  circonférences  seront  à  la  plus  petite  ou  à  la  plus 
grande  distance  l'un  de  l'autre . 
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QUINZIÈME  LEÇON. 

MAXIMUM  ET  MINIMUM   DES  FONCTIONS  DE   PLUSIEURS 
VARIABLES. 

Maximums  et  minimuiiis  des  fonctions  explicites  ou  implicites  àv.  plmieun 
variables  indépendantes. 


MAXIMUMS    ET    MINIMUMS    DES    FOINCÏIOA'S    DE    PLUSIEURS 
VARIABLES    IJNDÉPENDANTES. 

191.  On  dil  qu'une  valeur  parliculièie  et  réelle  d'une 
fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes/" (x,j^,  z) 
est  un  maximum,  quand  elle  surpasse  toutes  les  valeurs 
voisines  de  cette  fonction,  c'est-à-dire  celles  qu'on  obtien- 
drait en  donnant  aux  variables  des  valeurs  Irès-peu  diffé- 
rentes de  celles  que  Ton  considère.  On  appelle  minimum 
d'une  fonction  une  valeur  particidière  moindre  que  toutes 
les  valeurs  voisines.  La  différence 

./>  H-  /' ,  J  +  /. ,  c  +  /■)  —f{.T  ,  ^,z) 

doit  donc  être  constamment  négative  pour  des  valeurs 
suffisamniejit  petites  et  aussi  petites  que  l'on  voudra,  de  //, 
A  et  /,  quandy  (x,^> ,  z)  est  un  maxiiuum,  quels  que  soient 
les  signes  de  /?,  /.  et  /;  au  contraire,  cette  différence  est 
constamment  positwe  cjuand /(x,  }%  z)  est  un  minimum. 
Supposons  que  la  fonction  u  =y(.r,  > ,  z)  soit  un  maxi- 
mum ou  un  minimum  pour  x  =  a,  j  =  b^  z  =  c.  Si  dans 
cette  fonction  oii  attribue  à  j  et  à  z  les  valeurs  fixes  h 
et  c,  et  qu'on  ne  fasse  varier  que  x,  elle  sera  encore  un 
maximum  ou  un  njinimum  pour  x  =  a.  Par  couséquent, 

il  faudra  que,  pour  x  =  a.  j=  h ,  2  =  c,  -—  soit  nulle, 

j 

infinie  ou  discontinue.  On  dira  la  même  cbose  de -— et 

dy 
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de  — -•  Doue  les  valeurs  de  x,   )  ,  z  qui  rendent  il  maxi- 
dz  .Il 

mum  ou  minimum  se  tiouvenl  parmi  celles  qui  rendent 

,       -. ,  ,    ,      du    du    du        , ,  r    •  1  • 

les  dérivées  -—■)  —--,  — -  nulles,  intimes  ou  discontinues. 
dx     dy     dz 

i92.  En  se  bornant  au  cas  où  ces  dérivées  sont  conti- 
nues, on  peut  s'aider  de  la  série  de  ïaylor  pour  distin- 
guer, parmi  les  solutions  du  système, 

du  du  du 

dx  dy  dz 

celles  qui  répondent  à  des  maximums  ou  à  des  minimums. 

En  effet,  on  a  Au  ou 

^,        ,  ,  .s       rr  N       (l'i-  ,      flit  .      du 

f{.T-\-h,   y+X-,  z  +  /)_/(^,  r,  z  =_/i  +  _-X-4-  — /4-R. 

dx  dy  dz 

Or  on  peut  toujours  proiidie  A,  A  et  /  assez  petits  pour  que 
la  somme  des  valeurs  absolues  des  termes  qui  contiennent 
h,  h  et  /  ail  même  degré  surpasse  la  valeur  absolue  du 
reste  R  correspondant  :  d'ailleurs,  dans  la  question  qui 
nous  occupe,  on  doit  regarder  A,  A  et  l  comme  pouvant 
être  plus  petits  cpie  toute  quantité  donnée,  et  en  même 
temps  comme  ayant  des  signes  quelconques  5  donc  1"  A» 
doit  avoir  le  même  signe  que 

du  du  du 

d.v  dy  dz    ' 

•iP  si  l'on  n'avait  pas  à  la  fois 

du  du  du 

—  =0,      — —  o,      -7=0, 

dx  dy  dz 

J [x ^  yi  z)    ne   pourrait   être  ni    un  maximum   ni    un 

minimum,   puisqu'en  changeant   simplement  les  signes 

de  /î,  A  et  /,  sans  changer  leur  grandeur,   le  signe  de 

du  ,        du  ,        du  .  .  I    .    1      \  1 

^- A -f- -7- A" -h -r- /,  et,  par  suite,  celui  de  A«,  cnansfe- 

dx  dy  dz    '        ^    '  '  '  & 

raient  aussi.  On  retombe  ainsi  sur  les  conditions  précé- 
demment obtenues  (191). 
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193.  Cherchons  maintenant  quelles  sont  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  f{x,  7,  z)  soit 
un  minimum  ou  ua  maximum. 

La  diirérentielle  totale  du  premier  ordre  étant  nulle, 
on  aura 

A«=-^(A/i-  +  BX-^+C/=+2D/jX-  4-2E/^/  +  2F>?/)4-R, 
1.2^  '  ;    '       > 

ou  bien  A«  =r  -  ^/^m  H-  R. 

2 

Admettons  d'abord  que  les  coefficients  A,B,  C,  D,  E,  F, 
qui,  pour  abréger,  désignent  les  dérivées  partielles  du 

second  ordre,  - — ,  -r-r  '  etc.,  ne  soient  pas  tous  nuls  à  la 

dx^      ay- .  ^ 

fois  pour  les  valeurs  considérées  de  x,  } ,  z,  c'est-à-dire 
pour  celles  qui  annulent  les  dérivées  du  premier  ordre 
du     du     du 
dx     dy     dz 

Si  d^u  n'est  pas  identiquement  nulle,  il  peut  arriver 
trois  cas  :  i'^  d^ u  pourra  changer  de  signe,  alors  il  n'y  aura 
ni  maximum  ni  minimum;  2"  d'Ui  conservera  toujours  le 
même  signe,  alors  u  sera  maximum  ou  minimum  selon 
que  d^u  sera  négative  ou  positive-,  3°  d'^it  sera  nulle  pour 
("cr laines  valeurs  de  h,  A,  /,  mais  sans  jamais  changer  de 
signe.  Alors  on  ne  peut  dire  si  la  fonction  est  un  maxi- 
mum ou  un  minimum,  et  pour  avoir  une  conclusion  il 
faut  pousser  plus  loin  le  développement  de  A//, 

Nous  nous  contenterons  de  chercher  les  cojiditions  né- 
cessaires et  suffisantes  pour  qvie  d'^ii  ou  la  fonction 

A/r•^-B/•=+C/2^-  iHh/i  +  2E/i/+  o.Y kl 

soit  constammeul  positive,  quels  que  soient  les  signes  de 
/<8,  /,  /,  pour  de  très-peiiles  valeurs  de  ces  trois  quantités. 
Mais  comme  cette  expression  est  une  fonction  homogène 
de  //,  k  et  /,  on  voit,  en  la  mettant  sous  la  forme 

/-'         i'  k  i  /■    / 
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que,  si  elle  est  positive  pour  de  irès-pelites  valeurs  de  //, 
k,  l^  elle  le  sera  encore  pour  des  valeurs  aussi  grandes  que 
l'on  voudra  de  ces  variables,  pourvu  que  leurs  rapports 
ne  changent  pas.  Ainsi,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  que 
l'expression 

A  A-  -h  làfr  -\-Cr-+iTihk  4-  aE^Z-t-  -y.Ykl 

soit  positive  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  //,  h  et  /. 
Observons  maintenant  que  si  l'un  des  coefficients  des 
carrés,  A  par  exemple,  était  nul,  les  coefficients  des 
termes  qui  contiennent  /z,  c'est-à-dire  D  et  E,  seraient 
aussi  nuls.  En  effet,  dans  ce  cas,  on  a 

d'u  =  P/i  -1-  Q, 
eu  posant 

P=  2(DA- 4- E/),      Q  =  B/-^-t-C/^ -H  2F/57, 

P  et  Q  étant  indépendants  de  h  5  si,  après  avoir  donné  des 
valeurs  arbitraires  à  Â  et  à  /,  on  fait 

A  =  ^ ha,      puis  ensuite      h  z= a, 

p  '      1^  P  ' 

les  résultats  de  cette  substitution  seront  Va  dans  le  pre- 
mier cas,  et  — Va  dans  le  second.  Donc,  si  P  n'était  pas 
nul  identiquement,  d'^ii  pourrait  changer  de  signe.  Par 
conséquent,  Fégalité  A  =  o  entraîne  le?  suivantes  : 


11  résulte  de  là  que  les  coefficients  A,  B,  C  ne  sont  pas 
nuls  à  la  fois;  car,  s'il  en  était  ainsi,  la  fonction  cP u  s'an- 
nulerait d'elle-même,  ce  qui  esi  contraire  à  la  supposition 
que  nous  avons  faite. 

Supposons  donc  que  A,  par  exemple,  ne  soit  pas  nul  : 
je  dis  que  l'on  aura  A^o;  car  si  l'on  pose  h  =  0  et  /=o, 
la  fonction  se  réduit  au  tenue  \h^  qui,  pour  être  positif, 
exige  que  A  soit  ^0.  Une  première  condition  nécessain 
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dans  le  cas  du  minimum  est  donc 
(i)  A>o. 

Maintenant,  on  peut  écrire  d^ ii  ou  la  fonction 

A/i'-\-  BX'4-C/-+  2D//X-  H-  y.E/il-h  2 F/7 
sous  la  forme 

A  (/i'-[-  oh j  +BP+CP  +  2F/7, 

ou  bien  encore,  en  complétant  le  carré  dont  les  deux  pre- 
miers termes  sont  dans  la  parenllièse, 

/,       D/4-E/\2      D'/5--t-2ED/.7+E7= 

-(-4")-(-~>-(-i>'-(''--^>-'- 

Si  Ton  pose,  pour  abi-éger, 

D=  E-  ED 

on  devra  donc  avoir,  pour  toutes  les  valeurs  de  //,  /r,  /, 

A  (//H J   +  G/2+ 1/2+  2RU/>o. 

Si  G  était  nul,  la  fonction  considérée  se  réduirait  pour 

DX+E/ 
'~  A 

h  I/-+aMX7. 

Ce  binôme  ne  peut  être  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  / 
et  de  Z  que  si  M  r=  o  ;  mais  rPu  pouvant  alors  êlre  mis 

sous  la  forme 

^  /,        D/l-t-E/\^      ,„ 
A     //  H +!/=, 


cette  différentielle  s'aninilerait  pour  la  valeur  /=  o  jointe 
à  une  infini  lé  d'autres  valeurs  de  A"  et  de  /?,  cas  particulier 
une  nous  avons  écarté. 
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Soit  donc  G  différeiU  de  o  :  si  l'on  fait 

D 

/  =  o      et     /<  = /  , 

A 

la  fonction  se  réduit  à  GA^,  et  comme  ce  l'ésultat  doit  être 
positif  pour  toutes  les  valeurs  de  A,  on  en  déduit  que  G 
doit  être  ^o.  Ainsi,  une  seconde  condition,  nécessaire 
dans  le  cas  du  minimum,  est 

(2)  G>o. 

Maintenant,  en  faisant  abstraction  du  premier  terme, 
le  reste  du  polynôme  pourra  s'écrire 

ou,  en  complétant  le  carré  dans  la  parenthèse, 

en  posant,  pour  abréger, 

Kn  sorte  que,  finalement,  la  différentielle  seconde  rPii 
pourra  être  mise  sous  la  forme 

et  Ton  reconnaîtra,  comme  plus  haut,  que  l'on  doit  avoir 

(3)  N>o. 
Ainsi,  en  général,  trois  conditions, 

A>o,     G>o,     ]N>o, 

sont  nécessaires  pour  que  y(.r,j,  z)  soit  un  minimum. 
De  plus,  ces  conditions  sont  suffisantes:  car,  si  elles  sont 
remplies,  l'expression 


A(„  +  Ei±.L')'-^'-'(/  +  |-'j'+N.. 
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c"esl-à-diic  dUi^   sera   positive  poiu-   ion  tes  les    valeur^ 

réelles  de  A,  A  et  /. 

194.  Si  f{-TC-,  }',  z)  est  un  maximum,  il  faudra,  pour 
les  mêmes  raisons,  que  Ton  ait 

A /i' -H  B /?■=  +  .  ,.-^  2F/7<o, 
ou  bien 

—  A  A^  —  B  /^  — .  .  .  —  2  F  /^/  >  o 

pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  /«,  A,  /.  On  aura  donc 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  du  maximum,  en 
remplaçant,  dans  les  trois  conditions  trouvées  plus  haut, 
A  pai  — A,  B  par  — B,....  F  par  —  F. 

195.  S'il  arrivait  que  les  quotients  différentiels  A,  B. 
C,  D,  E,  F  fussent  tous  nuls,  pour  les  valeurs  de  ,r,  y  et  z, 
tirées  des  équations 

du  dit  du 

d.r  dy  dz 

on  verrait  facilement  que  tous  les  quotients  différentiels 
du  troisième  ordre  devraient  s'annuler  d'eux-mêmes. 
Mais  nous  n'irons  pas  plus  loin,  parce  que  les  conditions 
qui,  dans  le  cas  du  maximum  ou  du  mini  mura  de/"  (j:,j',  2), 
doivent  alors  être  remplies  par  les  quotients  différentiels 
du  quatrième  ordre,  deviennent  beaucoup  trop  compli- 
quées, 

MAXIMUMS    ET    MINIMUMS   DES    FONCTIONS    IMPLICITES    DE 
PLUSIEI'RS    VARIABLES    INDÉPENDANTES. 

196.  Soient  les  équations 

i  /("f^   y,  z,   ">   "j  =  o, 

'fl-^',  J>\   z,    ",   '')  =  o, 
■b  i.r ,    v,  r. ,    Il ,    c)  =  o. 

Si  l'on  considère  deux  des  variables,  par  exemple  d: 
et  j,  comme  indépendantes,  ^,  u,  u  seront  des  fonctions 
de  X  et  de  y  déterminées  par  ces  équations.  Si  l'on  veut 
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rendre  maximum  ou  minimum  Ja  fonction  u,  on  aura, 
d'après  la  règle  donnée  précédemment,  les  valeurs  ror- 
respondantes  de  x  et  de  y  en  résolvant  les  équations 


cii>  (If 

cLc  ày 

Par  suite,  on  doit  avoir 

dv  dv 

-—  d.T  -\ —  dy  =1  o  , 

d.r  dy    " 

r'esi-à-dire  que  la  différentielle  totale  de  v  doit  être 
nulle. 

Si  ion  différentie  les  équations  (i)  en  faisant  attention 
que  /^P"  =  o  ,  il  viendra 

;  df ,      df        df        df  , 

l   -—  d.r  -\-  -^  dr  H —  dz  -\-  -—  du  =  o  , 

l  d.r  dy    '  dz  du 

I  c?cp  '^?   ,  '"'^<?    ,  ''''?    , 

i-i)  ■   -i-  d.T  +  —^  dy  +  --  dz  -^  —-  du  z=  o  , 

1  dx  dy   "  dz  du 

I  d^  ,         dh   ,         dh    ,         d-^    , 

—^dx-\--~dr-ir--dz-^~du^=o. 
'    d.r:  dy  dz  du 

Dans  ces  équations,  dx ,  fi)  sont  des  constantes,  et  fJz. 
fin  sont  les  différentielles  totales  de  u  et  de  z  considérées 
comme  des  fonctions  de  x  et  de  y. 

En  éliminant  dz  et  du  entre  les  équations  (2),  on  ob- 
tiendra une  équation  de  la  forme 

P  dx  +  Q  r/ j  =  o  , 

<jui  devra  ètie  vérifiée,  dans  le  cas  du  maximum  comme 
dans  celui  du  minimum,  par  les  valeurs  correspondantes 
des  variables  ,r  etj'.  Par  suite,  puisque  dx  et  d)  n'ont 
aucune  dépendance  entre  elles,  il  faudra  que  l'on  ait 

(3)  P  =  o,     Q  =  o. 

Les  équations  (1)  et  (3)  donneront  les  valeurs  cherchées 
de  j",  )  .  z ,  u  .i'. 

I  2. 
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Pour  savoir  si  la  valeur  correspondante  de  la  fonclion 
est  maximum  ou  minimum,  il  restera  à  examiner  si  la 
différentielle  totale  d^  \^  garde  toujours  le  même  signe. 

197.  Ce  qu'on  vient  de  dire  renferme  comme  cas  par- 
ticulier la  détermination  des  maximums  et  des  minimums 
des  fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes  liées 
entre  elles  par  un  certain  nombre  d'équations. 

Ainsi ,  supposons  qu'il  s'agisse  d'une  fonction 

"  =  F  [x,y,  z,  u) 

et  que  l'on  ait  en  outre  les  relations 

ç(ar,  jr,  z,  u)  =  o, 
•^{^,  X,  z,  u)  =  o. 

On  voit  que  cela  revient  à  changer,  dans  la  question 
précédente,  f{x,  j,  z,  n,  u)  en  F{x.j,  z,  u)  — p-,  et 
à  supposer  que  les  fonctions  a)  et  t|/  sont  indépendantes 
de  w. 

EXERCICES. 

i  .  Troiwcj-  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  dans  V espace, 
données  par  leurs  équations . 

Solution.  —  Les  équations  des  droites  étant 

.r  =^  nz-\- p,  \   x  =  a'z-\-p', 

y  =  bz  -\-  q.  ]   r  =  h'z  +  q' , 

la  plus  courte  distance  est 

{„  —  a']  jq  —  q')  -  (b  —  b')  ip-p') 
yJ^a-a'Y  +  [b-b'f+  [c  —  c'f 

2.  Parmi  les  paraïlélipipèdes  de  même  surface,  assigner  celui 
qui  a  le  plus  grand  volume. 

Solution.  —  Le  cube. 

3.  Mener  par  un  point  donné  la  ligne  droite  la  plus  courte  entre 
deux  courbes  données. 

Solution.  —  Les  normales  aux  extrémités  de  la  droite  minimimi 
doivent  rencontrer  au  même  point  la  perpendiculaire  à  cette  droite 
menée  par  le  point  donné. 
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4.  Déterminer,  dans  une  surface  du  second  degré,  le  plus  grand 
et  le  plus  petit  des  rayons  vecteurs  partant  du  centre. 

5.  Déterminer  dans  l'espace  un  point  tel,  qu'une  fonction  de  ses 
distances  à  des  points  donnés  soit  un  maximum  ou  un  minimu/u. 

Solution.  —  Si  p,  p\  p" ,  sont  les  distances  en  question,  et 

u=  f[p^  p\  //,. . .)  la  fonction  qui  doit  être  un  maximum  ou  tin 

minimum,  il  faudra  que  le  point  M  reste  en  équilibre  sous  l'action 

j     n  ..         ,,       ,   du     du      du  ,.  .    , 

ne  lorces  proportionnelles  a  — -  ^  -r-,-i  -n,->  •  •  •  )  et  dirigées  suivant 
dp     dp     dp 

les  droites  p.  p'.  p",  etc.  [Annales  de  Gergonne,  t.  XIV,  p.  ii8). 
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APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DU   CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 
THÉORIE  DES  TANGENTES. 

Équutiuns  de  la  tangente  et  de  la  uocmale.  —  Longueur  des  lignes 
appelées  sous-tangente,  sous-normale,  etc.  —  Degré  de  l'équation  de 
la  tangente.  —  Problèmes  sur  les  tangentes.  —  Sens  de  la  concavité  et 
de  la  convexité  des  courbes. 


ÉQUATIOAS    DE    LA     XAJNGEJNXE    ET    DE    LA    JNORMALE. 

198.  Soit  J  {oc^  j)  =  o  l'équation  d'une  courbe  plane 
AMM'5  soienl  x  al  j  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque M  de  cette  courbe.  Si  MT  est  la  tangente  au  point 
M,  on  aura  ,  en  supposant  les  axes  rectangulaires  , 


Kig. 


, .    ^j     iiy 

taiiL'  MT  x  z= 

hm  ^  z=:-- 

A  X         (■/.  r 

par  conséquent,  en  désignant 
par  X  et  Y  les  coordonnées  cou- 
rantes d'un  point  quelconque  de 
la  tangente,  l'équation  de  cette 
droite  sera 


l') 


Si  l'on  remplace  —  par  sa  valeur  tirée  de  l'équalion 

^  dx  * 

^  la  courbe,  l'équation  de  la  tangente  deviendra 


Y-  r 


dx 

df 

dy 
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199.  L'équation  de  la  langente  conserve  la  même  forme 
Fig.  12.  lorsque  les  axes  sont  obli- 

ques. En  effet,  si  a:  et  j" 
sont  les  coordonnées  du 
point  de  contact  M,  d'une 
tangente  MT  à  la  courbe 
AMJVr,  l'équation  de  cette 

tangente  sera  de  la  forme 
"07     j      s   p  p' 

Y-j  =  a{X-.v). 

Or  la  sécante  M'MS  a  pour  équation 

Y—y=a'{X  —  x), 

et  a  est  la  limite  de  a',  lorsque  le  point  M'  se  confond 

avec  M. 

Menons  MP  et  M'P'  parallèles  à  Oj,  et  MQ  parallèle 

à  Ox-,  ou  aura 

M'Q       _, 


Mais 


donc 

De  là  il  suit  que 

Donc 


MQ 
lM'Q  =  Aj     et     MQ  =  A.c; 


Ax 


A  y  cIy 

lim  -^      ou      e  =  -r- 

ùkX  d.T 


est  dans  tous  les  cas  l'équation  de  la  tangente  au  point 
t200.   Il  suit  de  là  que,  si  les  axes  sont  rectangulaires, 
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l'équaliou  de  la  normale  MJN'  sera 

Si  les  axes  sont  obliques  et  font  un  angle  Q.  l'équation 

de  cette  droite  sera 

c/,>c-f-r/jcosô 

Y—  >■  = ; -(X  —  x). 

cly  -h  clx  cos  9 


LONGUEUli     DES    LIGJNES    NOMMÉES    SOUS-TAJNGEJVTE,     ETC. 

!201.   Attachons -nous  maintenant,  en  particulier,  au 
cas  OÙ  les  axes  sont  rectangulaires. 

Si  l'on  veut  avoir  la  sous-tan^enle'^i-=zYV ^  on  auia 


PT=:MPtangTMP=7 


dx 


S, 


donc 

rtlx 

On  peut  trouver  directe- 
ment la  valeur  de  la  sous- 
tangente  en  la  regardant 

comme   la  limite  de  la  sous-sécante,  c'est-à-dire   de  la 

droite  SP.  Or 

SP  =  MP  tangSMP  =  j  — ^ 

°  Ay 


et  cette  expression  a  bien  pour  limite  j—- 

Le  triangle  iMPjN  {^fig.  1 1,  p.  182)  donne  pour  la  wiis- 

iioiniale  PN 

ydr 


S„=:' 


(Ix 


Pour  la  longueur  MT  de  la  tangente,  ou  aura 


Mï 


- '-  V^" 


-f- 


If" 
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Eutiu  ,  pour  la  longueur  MN  de  la  normale  ,  ou  a 


i8f> 


MN  =  j 


^\ 


'II. 


Fifî.  \l\. 


y  =  a\ 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  ti^  i.  Cette  courbe, 
nommée  logarilliniique,  s'étend 
à  l'infini  des  deux  côtés  de  Taxe 
des  j',  et  elle  est  asymptote  à 
l'axe  Ox  du  côté  des  x  négatifs. 
On  tire  de  l'écjuation  )  =a^, 

—  z=  a^  \  n  , 

(IjC 

\a  étant  le  logarithme  népérien  de  a\  par  conséquent, 

Y  —  y  =  a='\a  (X  —  jc) 

est  l'équation  de  la  tangente. 

Cette  tangente  peut  être  construite  bien   simplement 
à  l'aide  de  la  sous-langente  TP  5  on  a 

ilr 


cl.x 
TP=:j- 

a  Y 


dy  (i   \fi 


TP  =  —  —  lo!. 


Ainsi  la  sous- tangente  est  constante  et  égale  an  loga- 
riihine  de  e  pris  dans  le  système  dont  la  base  est  a,  c  est- 
à  dire  au  module  de  ce  sj  stè/ne.  Pour  la  logarithmique 
j==e'^,  la  valeur  constante  de  la  sons-tangenle  est  l'unité. 


DEGRÉ   DE    LÉQUATIOW     DE    LA    ÏAWGEJNÏE. 

202.    L'équation  de  la   tangente  menée    par  le  point 
x,y)  peut  être  mise  sous  la  forme 

d.t:  (If  dx  dy 

Si  réqualioli  (le  la  courbe  est  algchritjue  (îl  du  dcgié  /// , 
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il  semble  au  premier  abord   que— xH — -  y   sera  une 

^       dx  dy^ 

fonction  du  m'^'"^  degré  des  coordonnées  du  point  de  con- 
tact. Mais  on  peut  faire  voir  que  ce  degré  s'abaisse  d'une 
unité  quand  on  tient  compte  de  l'équation  f  [x^  y)  =  o. 
En  effet,  soit 

/(  ^>  .r  )  =  «  -t-  «i  +  «3  + . . . , 

Mêlant  Tensemble  des  termes  du  degré  m,  lij  l'ensemble 
de  ceux  du  degré  m —  i ,  et  ainsi  de  suite.  On  aura 

df  die  dUi  du  2 

dx  dx  dr  dx                 ' 

df  du  dux  dun 

dj  dy  dy  dy 

,.    ,  df  df du  du 

dx  dy  dx  dy 

dii^  dUi\         (    dUi  du 


dx     '^ITyj-^y^TÛ-^^   dy 

ce  qui,  d'après  un   théorème  (n°  178)   sur  les  fonctions 
homogènes ,  donne 

- —  X  -{-■—-  Y  z=:  mu  -\-  [m  —  I  )  «,  -f-  ( w  —  2 )  a .  H-  .  .  . 
dx  dy 

=  «I  —  2  U. 3  Mj  —  ■  •  •  > 

puisque,  le  point  [x ^  j)  étant  sur  la  courbe,  on  a 

m  («  -|-  H,  -f-  Mj  -f-  .  .  .  )  =  o . 
Par  conséquent ,  1  équation  de  la  tangente  devient 

-/  X  4-  3^  y  -+-  w,  -1-  2  «,  +  3  «3  +  . . .  =  o , 

dx  dy 

et  ne  contient  plus  de  termes  du  m'^""  degré  :  ce  qu'il 
^'agissait  de  démontrer. 
Exemple. 

A^  =  -1-  B.f7  H-  C.f'+  D  j  -I-  K.r  +  F  =  o , 
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(ty            BK  +  ^C.r-t-E 
ou  a  -—  = — — =-  • 

Il  vient  donc ,  pour  l'équation  de  la  tangente , 

(2A7H-Ba:-+-D)(Y  — /)  +  (Bj  +  2Cj;  +  E)(X-.r)  =o, 

ou  (aAj-l-B^  +  D)  Y+ (Bj+2Cjr-|-E)X 

=:(2Aj4-Bj:4-D)74-(Bjr4-2C^+E):(;. 

Simplifiant  au  moyen  de  l'éqUation  de  la  courbe,  on  a 
finalement 

(2AjH-Ba:  +  D)Y+(B/+2C.rH-E)X-f-Dj-i-Ex-h2F  =  o, 

pour  l'équation  de  la  tangente  au  point  (jr,   y)- 

VROBLKMES    SUR    LES    TAJSGEIVTES. 

203.  Une  courbe  étant  donnée,  si  l'on  veut  lui  mener 
par  un  point  extérieur  [a^b)  une  tangente,  on  aura  pour 
déterminer  les  coordonnées  inconnues  x  ei  y  du  point  de 
contact,  d'abord  l'équation  de  la  courbe 

(•)  /(^,  j)  =0, 

et  ensuite  l'équation 

.//  df      df  df 

(  2  )  rt  — •  -h  6  --  =;  — -  or  4-  — -  r  , 

dx  ay        dx  dy 

obtenue  en  mettant  a  et  h  à  la  place  de  X  et  de  Y  dans 
l'équation  de  la  tangente  (198). 

Les  valeurs  de  x  et  de  y  tirées  des  équations  (  i  )  et  (2)  dé- 
termineront lescoordonnéesdu  point  de  contact.  Siy  (.3^5  j) 
est  une  fonction  rationnelle  et  entière  du  degré  m,  l'équa- 
tion (2)  sera  du  degré  [m  —  i);  par  suite,  le  problème 
proposé  aura  au  plus  m(/?i — x)  solutions.  Si  tn=^2^  il  y 
a  au  plus  deux  tangentes  -,  il  y  en  a  au  plus  six ,  si  w  =  3  ; 
et  ainsi  de  suite. 

L'équation  (2)  considérée  isolément  représente  un  lieu 
géométrique  qui  contient  tous  les  points  de  conlart  et  ((ui 
est  du  degré  (///  —  1)  au  [)]us. 

20i'.  On  peut  encore  se  proposer  de  trouver  une  tan- 
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génie  parallèle  à  une  droite  dont  l'équation  esl  Y  =  «X. 
L'équation  de  la  tangente  cherchée  étant 


on  doit  avoir 


^ 

dx 


équation    qui,   jointe    à  /(j:,  j)  =  o,    déterminera    les 
coordounées  du  point  de  contact. 

Comme  l'équation  — -  =  a  revient  à 


(t.T 


dx 

'df- 

dy 


d_l 
dx' 


dy' 


celle  dernière  équation  étant  du  degré  (m  —  i),  siy(a',j) 
est  du  degré  m,  le  problème  admettra  au  plus  ni  [in  —  i) 
solutions. 


Fij.  i5. 


DE  LA  CONCAVITÉ  ET  DE  LA  CONVEXITÉ  DES  COURBES 
PLANES. 

205.  Nous  allons  maintenant  comparer  les  ordonnées 
d'une  courbe  à  celles  de  sa  tan- 
gente, pour  une  même  abscisse, 
dans  les  environs  du  point  de 
contact.  Soit  MT  une  tan- 
gente à  la  courbe  MM' 5  soient 
X  =  OP,  y  =  MP  les  coordon- 
nées du  point  de  contact.  En 
désignant  PP'  par  //,  on  aura 

d.r  dx-    I  .  ■> 


l/é(|uaiion  de  la  langenle  étant 


d.r 
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OU  aura  pour  le  point  dont  Fabscisse  est  x  +  A, 

et,  par  suite,  rordounée  correspondante  sera 
P'R=  rH-//^, 

d'où  M'R  =  M'P'— P'R  =  ^  — +  R. 

dx''   I  .  2 

On  a  démontré,  à  l'occasion  de  la  formule  de  Taylor,  que  si 

/?  est  assez  petit  et  si  la  dérivée  seconde  — ^  est  diiTérenle 

de  o,  la  valeur  absolue  de surpasse  celle  de  R  : 

dx^      1.2^ 

par  conséquent,  dans  ce  cas,  la  di/Tercnce  M/P' — P'R, 
pour  un  point  M'  de  la  courbe,  suflisammcnt  rapproché, 
soit  d'un  côté,  soit  de  Tautrc,  de  M,  aura  le  même  signe 
d^y 

Donc,  si  l'on  a 

les  ordonnées  de  la  courbe  sont  plus  grandes  que  celles  de 
la  tangente  dans  les  environs  du  point  M,  de  part  et 
d'autre  de  ce  point.  Si,  au  contraire,  on  a 

d-'r 
/7. Tr- 
ies ordonnées  de  la  tangente  surpassent  celles  de  la  courbe. 
Dans  le  premiei  cas  que  représente  Xa^Jig.  i5,  la  courbe, 
^'S-  ifi-  aux  environs  du  point  M, 

"^^  \  est  dans  l'angle  obtus  MT.r' 

xî)  \V  que  forme  la  tangente  MT 

V\  avec  l'axe  des  abscisses;  on 

\  dit  alors  que  la  courbe  tour- 

o\  I    ■^^■-^' —         ne,  au  point  M,  sa  convexité 

vers  l'axe  des  abscisses,  ou 
'  tju'cUe  est  convexe  vers  cet 


\ 
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axe.  Celle  circonstance  est  donc  indiquée  par  Tinéga- 
lité  (i),  du  moins  tant  que  l'angle  des  axes  ne  surpasse 
pas  90";  car  si  cet  angle  était  obtus  et  plus  grand  que 
J'angle  formé  par  la  tangente  avec  l'axe  des  x,  comme  on 
le  voit  dans  la/î^.  16,  les  ordonnées  de  la  courbe  seraient 
encore,  de  part  et  d'autre  du  point  M,  plus  grandes  que 
celles  de  la  tangente,  et  cependant  on  ne  pourrait  pas  dire, 
dans  ce  cas,  que  la  courbe  est  convexe  vers  l'axe  des  x. 
Dans  le  second  cas,  que  représente  la^g-.  1  j,  la  courbe 
est,  de  part  et  d'autre  du  point 
M,  dans  l'angle  aigu  formé  par 
la  tangente  MT  avec  l'axe  Ox. 
On  dit  alors  que  la  courbe,  au 
point  M,  est  concave  vers  l'axe 
des  abscisses,  ou  qu'elle  tourne 
sa  concavité  vers  cet  axe  :  mais 
l'inégalité  (2)  n'indiquera  sûrement  cette  circonstance 
que  si  l'angle  des  axes  est  moindre  que  90". 

Ce  qu'on  vient  de  dire  suppose  que  l'ordonnée  du  point 
M  est  positive.  Si  ce  point  est  au-dessous  de  l'axe  des  ab- 
scisses, on  voit  aisément  que  la  courbe  est  convexe  ou 

concave  vers  l'axe  des  abscisses  suivant  que  Ton  a  — --  <C'o 

OU  >  o . 

En  résumé,  selon  que  j'  et  -—  sont  de  même  signe 

OU  de  signes  contraires,  la  courbe  est  convexe  ou  con- 
cave au  point  M  vers  l'axe  des  abscisses,  si  l'angle  des 
parties  positives  des  axes  n'est  pas  plus  grand  qu'un  angle 
droit.  Dans  le  cas  où  cet  angle  est  obtus,  on  changera  le 
signe  de  l'une  des  coordonnées,  ce  qui  rendra  aigu  l'angle 
des  coordonnées  positives,   et  l'on  appliquera  la    même 

règle. 

d' r 
206.    Nous  avons   supposé,   jusqu'à  présent,  que  — ^ 

conservait  le  même  signe  pour  des  points  situés  de  part 
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IPÏ 


d'y 


et  d'aulie  du  point  M;  mais  il  peut   arriver  que  -— -  ait 


djc"' 


le  même  signe  que  y  un  pou  avant  q'ue  x  devienne 
^'îî-  '^'  égale  à  OP,  et  un  signe  ron- 

iraire  après  que  x  a  dépassé 
cette  valeur,  ou  'vice  versa. 
Alors  la  courbe,  convexe  ou 
concave  à  gauche  du  point 
M,  devient  concave  ou  con- 
vexe vers  l'axe  des  abscisses 

à  droite  de  ce  point.  On  dit  alors  que  la  courbe  a  une 

inflexion  au  point  M,  qui  est  dit  un  point  d^ inflexion . 

Ces  points  remarquables  s'obtiennent  donc  en  cherchant 

cl'  Y 

les  valeurs  de  x  et  de  j^,  qui,  rendant— -^  nulle  ou  infi- 
nie, lui  font  en  même  temps  changer  de  signe. 


EXERCICES. 

\  .    Ti'ouver  In  sons-tangenlc  de  la  cnitrhc  qui  n  pour  ('(junlin/i 


Solution. 


.r  =  e 


X — y 


,r  —  y 
2.  La  courbe  rpii  n  pour  écpiatinn 

x^  -f- r'  =  «' 

est  constamment  touchée  par  une  droite  de  longueur  im'arinhle  qui 
glisse  en  s'appuyant  sur  les  axes  coordonnés. 
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THÉORÈMES  SUR  LES  AIRES  ET  LES  ARCS  DES  COURBES 
PLANES. 

DilTérenlielIc  de  Taire  d'une  courbe  plane.  —  Des  aires  considérées  comme 
limites  d'une  somme  de  parallélogrammes.  —  Applications.  —  Rectifica- 
tion d'un  arc  de  courbe  plane.  —  Diflerentielle  d'un  arc  de  courbe.  — 
Limite  du  rapport  de  l'arc  à  sa  corde.  —  Nouveaux  théorèmes  sur  les 
arcs  de  courbe  considérés  comme  limites. 
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DIFFÉRENTIELLE    DE    L  AIRE    D   UINE    COURBE    PLANE. 

207.  La  surface  comprise  entre  une  courbe  plane  CM, 
une  ordonnée  fixe  CA,  une  ordonnée  quelconque  MP  et 
'^'S-  '9-  l'axe  des  abscisses  Ojc,  est  une 

fonction  de  Tabscisse  OP  =  x  du 
point  M,  puisqu'elle  varie  quand 
on  change  le  point  P.  Proposons- 
nous  d'en  chercher  la  différen- 
tielle. Soit  CAMP  =  M.  Nom- 
mons Au  la  surface  MM'PP', 
répondant  à  un  accroissement  très-petit  PP'  =  Aa:  de  l'ab- 
scisse. Si  Ion  mène  les  droites  MI  et  M'K  parallèles  à  0.r 
et  terminées  aux  ordonnées  MP  et  M'P',  comme  on  peut 
toujours  prendre  le  point  M'  assez  rapproché  du  point  M 
pour  que  les  ordonnées  soient  constamment  croissantes 
ou  décroissantes  de  M  en  M'  (et  ici,  pour  fixer  les  idées, 
nous  les  avons  supposées  croissantes),  on  aura 

PMM'  P'  >  PMIP'     et     PMM'  P'  <  PKM'P', 

cVst-à-diro,      Ai/'^yAx     et      A  ?/<<(>- -j- A/)A.r, 
A« 


.y< 


A  >■ 


r-hàf. 
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Do  l;"t,  en  passant  à  la  limite. 


i(j3 


(la 
dx 


=  y,      on      (ht  zzz  ydx. 


208.  Quoiqu'on  puisse  parfaitement  admettre  qu'en 
prenant  le  point  M'  assez  voisin  du  point  M,  les  ordon- 
nées seront  toujours  constamment  croissantes  ou  décrois- 
santes de  M  en  M',  cette  hypothèse  n'est  pas  nécessaire  à 
la  démonstration.  Il  suiïit  pour  s'en  convaincre  de  re- 
prendre les  raisonnements  en  remplaçant  partout  )  et 
y  -\-  ^Y  parj"!  etj"9,  }  i  étant  la  plus  petite  et  y\  la  plus 
grande  des  ordonnées,  dans  1  intervalle  où  l'on  fait  varier 
l'abscisse, 

209.  Le  même  mode  de  dénionslralion  convient  au  cas 
des  axes  obliques,  avec  cette  seule  différence  que  l'ac- 
croissement A«  est  alors  compris  entre  les  aires  de  deux 
parallélogrammes  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  axes, 
et  comme  l'aire  d'un  parallélogramme  est  égale  au  pro- 
duit de  deux  côtés  adjacents  multiplié  par  le  sinus  de 
l'angle  qu'ils  font  entre  eux,  on  a,  en  appelant  Q  l'angle 
des  axes, 

fia  =  y  d.-r  si  n  0 . 


DES    AIRES    COASIDÉIIÉES    COMME    LIMITES    d'cNF,    SOMMF. 
DK    PARALLÉLOGRAMMES. 

210.   Dans  le  cas  des  axes   rectangulaires,  la   surface 
ARDC  est  la  limite  d'une  somme  de  rectangles  intérieurs, 

formés  en  menant  par  les  points 
C,  E,  F,...,  M,  M',  etc.,  pris 
sur  la  courbe,  des  parallèles  à 
Ox  dont  chacune  soit  terminée 
à  l'ordonnée  du  point  suivant 
(l'un  de  ces  rectangles  serait, 
par  exemple,  MTP'P).  et  l'on  suppose  que  ces  poinis  se 

I  .     'j""  rdilinn .  ■  3 
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rapprochent  indétiniment  les  uns  des  autres,  en  urême 
temps  que  leur  nombre  augmente  sans  limite. 

Supposons  d'abord  que  les  ordonnées  soient  constam- 
ment croissantes  de  C  en  D.  Soient  x  et  y  les  coor- 
données de  l'un  quelconque  des  points  de  la  courbe, 
M  par  exemple;  soient  x -\~  Ax,j-\-  A)  les  coordon- 
nées du  point  suivant  M'.  On  aura 

MIP'P  =yàx; 

et  si  l'on  désigne  par  2  {yAx)  la  somme  de  tous  les  ternies 
analogues  à  y  Ax,  c'est-à-dire  la  somme  de  tous  les  rec- 
tangles intérieurs  de  CA  à  RD,  il  est  évident  qu'en  po- 
sant surf  ACDR  =  î/,  on  a 

u'^i  (,rAx). 

Maintenant,  si  l'on  mène,  par  chacun  des  points  con- 
sidérés sur  la  courbe,  des  parallèles  à  Oo:,  terminées  aux 
ordonnées  des  points  précédents,  on  formera  des  rectan- 
gles extérieurs  analogues  à 

PICM'P'  =  {j  +  Ar)  A.r  =  j A.r  +  AjA.r; 

et  comme  ACDB  a  une  surface  plus  petite  que  la  somme 
de  ces  rectangles,  on  a 

par  conséquent, 

a  —  l[j'Ax]  <^  ifàrA-r). 

iMais  comme,  à  mesure  que  le  nombre  des  divisions  aug- 
mentCj  Ay  tend  vers  o,  il  l'ésulte  d'un  principe  démon- 
tré (16)  que  2(A)  A:r)  tend  aussi  vers  o  :  donc 

a  z=  lim[3  (  jA.r  )]. 

On  démontrerait  de  même  que  11  est  la  limite  de  la 
somme  des  rectangles  extérieurs.  # 

Le  raisonnement  reste  le  même  lorsque  les  ordonnées 
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sont  consiammeiît  décroissantes  depuis  C  jusqu'à  D; 
le  théoi'ème  que  nous  venons  de  démontrer  est  donc  vrai 
quand  les  ordonnées  varient  d'une  manière  quelconque, 
car  on  pourra  toujours  partager  Taire  totale  en  parties 
dans  lesquelles  les  ordonnées  soient  assujetties  à  aller 
constamment  en  augmentant  ou  en  diminuant. 


APPLICATIONS. 


211.   i«  Soit 


y' 


•}.px 


l'équation  d'une  parabole  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tan- 
gente au  sommet. 

SisurfOMP  =  H,  on  a 


Or, 


du  ^=. ydx  =:  sjip.r . dx  =  \^lp .x'  dx. 


dx  =  —d.x^ 


sjip  d  .x"^  r=^  dy—s^ip  .x 


De  là  il  suit  que 

mais,  pour  x  =  o,  on  doit  avoir 
i/=o;  on  a  donc  C  =  o,  et 


-^\jipx  X  x-=.'^xj: 


c'est-à-dire  que  le  segment  OMP  est  égal  aux  deux  tiers 
du  rectangle  OPMQ. 

Il  est  également  facile  d'évaluer  la  surface  comprise 
entre  un  arc  MCM'  de  parabole  et  sa  corde.  En  eflet,  si 
l'on  mène  la  tangente  CT  parallèle  à  MM',  et,  par  le 
point  de  contact  C,  le  diamètre  CDL,  on  trouvera  par 
la    même   mélhode ,     en    posant    CD=ra',    MD  =  7    et 

i3.' 


ig6 
TCL  =  Q, 


d'où 
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suif CMD  =  -  .^jsinQ  =  '-  CDMT, 
o  3 

4  9. 

surf  MCM'  =:  ~  xy  sin  9  =  -  MTSM'. 


2"  Soit  xy  =  7n^  l'équation  d'uue  hyperbole  rapportée 
à  ses  asymptotes.  Nommons  ii  l'aire  du  segment  ACMP, 
f^'S-  22.  compris   entre  la    courbe,    l'a- 

symptote O.r,  l'ordonnée  fixe 
CA  =  m,  et  l'ordonnée  variable 
MP.  On  aura 

elle  ::tz  y  sin 6 ax  =  /«-sin  9  — 

Donc  f/  et  m^sinS.lx  ne  peuvent  différer  que  par  une 
constante  C;  par  conséquent, 

u  =  m'^sinB  Ax  +  C. 
Pour  trouver  C,  faisons  x  =  OA  =  m  ;  on  aura 

«  =  o     ou     o  =  /«'sin  ô .  1  /«  -r  C  ; 
donc  C  =:^-  —  ^/rsinQ.W//, 

et,  par  suite,  on  aura 

«  =  //l'sinO.  1^  —  «/-sinô  .  l//j  =  /«'sin  9  .1 


Si  l'on  avait  m=  i  et  0  =  90*^,  l'hyperbole  serait  équi- 
latère,  et  l'on  aurait  u  =  ]x,  c'est-à-dire  que  les  aires 
considérées  seraient  les  logaritluves  népériens  des  ah- 
scisses  co  rresp  o  n  da  n  tes . 


mFFÉHEKTIKLLE    D  UN    AUC.    TE    COURBE. 

212.  On  ne  peut  se  faire  une  idée  nette  et  précise  de 
hi  longueur  d'une  courbe  qu'en  nommant  ainsi  la  limite 
vers  laquelle  tend  le  périmètre  d'une  ligne  brisée  inscrite 
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dans  celle  courbe,  lorsque  ses  côtés  sonl  de  plus  en  plus 
pelils,  et  que  leur  nombre  croît  jusqu'à  Tinfim.  Il  de- 
vient alors  nécessaire  de  démontrer  que  ce  périmètre  a 
réellement  une  limite  déterminée  dans  tous  les  cas. 

Soit  CD  un   arc  de  courbe  plane,   rapportée  à  deux 

axes  rectangulaires  Ox  et 
Oj^.  Inscrivons  dans  cet 
arc  un  contour  polygonal 
CEF...  MM'...  D;  soient 
OP  =  .r,  MP  =  j,  les  coor- 
données du  sommet  M,  et 
x-\-Ax,  y-i~  Ay,  celles  du 
sommet  suivant  M'  :  on  a 


Fig.  23. 


MM'  =  V  A-^'  -(-  Aj2=  Aa;  v/  ^  "H  (  —  )  ' 

A  'K  .  ,  fi  Y 

Si  l'on  faisait  âix  ou   PP'=o,  —  deviendrait  — -•  Ou 

A  x  cix 

doit  Jonc  avoir 


a  s'évanouissant  avec  Ajc;  par  conséquent, 


MAI' 


Ix 


sj'-m 


-+-  y.\x. 


En  remplaçant  successivement,  dans  celte  équation, 
X  eij  par  les  coordonnées  de  tous  les  sommets  du  con- 
tour polygonal,  depuis  le  point  C  jusqu'au  point  D,  on 
aura  les  longueurs  des  côtés  coriespondants.  De  là  ré- 
sulte, si  l'on  appelle  P  le  périmètre  de  cette  ligne  brisée. 


Pour  avoir  la  limite  de  P  ou  la  longueur  de  l'arc  CD.  re- 
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marquons  d'abord  que,  a  étant  une  quantité  infiniment 
petite  et  ^  Ax  ayant  une  valeur  finie  qui  est  AB,  il 
résulte  du  théorème  démontré  au  n"  16,  que 

lim  ^  (aAa.-)=:  o. 


Maintenant  \/  ^  +  (  7-  )    <-'st  une  fonction  de  x,  que 

l'on  peut  regarder  comme  la  longueur  de  l'ordonnée  NP 
d'un  point  N  répondant  à  la  même  abscisse  a:  =  OP.  Si 
l'on  fait  la  même  construction  pour  tous  les  points  de  la 
courbe  CD,  on  aura  une  courbe  GNH,  dont  l'équation  est 

d'après  cela  on  a 


ll^V'M-'' 


=  >  (YAxl 


\  ilx  ) 
et,  par  suite,  à  cause  de  lim  \^  (a  Ax)  =  o, 

P=:ljm  V  (Yà.r). 

Or  ^(YAx)   a    une    limile  déterminée  qui    est  l'aire 

AGNHB.  Ainsi  le  même  nombre  exprime  la  longueur  de 
l'arc  CD  et  l'aire  AGNHB. 

213.  Considérons  maintenantrabscisseOP=:a:comme 
variable.  La  longueur  de  l'arc  CM  est  une  fonction  de  x 
dont  on  peut  chercher  la  différentielle. 

Soit  donc  CM  =  s  ;  comme  s  =.  aire  AGjNP,  on  a 


*  =  Y,/.=rfxy/,+  m", 


ou  e 


ufin 


(h  =  \(Ix'-{-  dr''^ 
Cette  valeur  de  ris  permet  d'exprimer  très-simplement 


DIX-SEPTIÈME   LEÇON.  I99 

le  sinus  et  le  cosinus  de  Tangle  que  la  tangente  au  point  M 
fait  avec  l'axe  des  x.  En  effet,  si  a  désigne  cet  angle,  on 


a  tans  a 


dx 


Par  conséquent, 


dy 


^  dx^  -+-  dy- 


dy^ 
ds 


dx 


SJdx'^  -+-  dy- 


dx 
d^' 


LIMITE    DU    RAPPORT     DE    L  ARC     A     SA    CORDE. NOUVEAUX 

THÉORÈMES  SUR  LES  ARCS    CONSIDÉRÉS    COMME    LIMITES    DE 
POLYGONES. 

;214.  La  Uniilc  du  rapport  cV un  arc  quelconque  à  sa 
corde  est  l  \inité . 

En  effet,  considérons  un  accroissement  quelconque 
de  l'arc  CM.  Soit  MM'  =  A5,  on  aura 


arc  MM' 
M.M' 


\s 


as 

Â7 


V  A.r'-f- Aj 


V' 


^v 


\  A  j: 


Lorsque  Ax  s'annule,  —  devient  \/  ^  +"  (  3~  )    ^^"^^  4 


—  I    :  donc 
AxJ 


arcMxM' 
~MM~ 


2I0.  Si  cef.  .  .ri  est  un  contour  polygonal  d'un  même 
nombre  de  côtés  que  le  contour 
CEF.  ..D5  si,  à  mesure  que  les 
sommets  C,  E,  F, .  .  . ,  se  rap- 
prochent de  plus  en  plus,  les 
côtés  ce.  ef,  etc.,  tendent  de 
plus  en  plus  à  devenir  égaux 
aux  côtés  coirespondants  CE,  EF,  etc.,  en  même  temps 
que  le  nombre  de  ces  côtés  va  en  augmentant  jusqu'à 
l'infini,  le  rnntour  polygonal  cef.  .  .d  aura  même  limite 
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que  le  contour  CEF...D,  c'est-à-dire  la  longueur  de 
l'arc  CD. 

En  elfet,  soient  a,  [3,  y,. ••5  ^  ^^s  côtes  du  contour  poly- 
gonal cef..  .c/,  et  a',  [j  ,  '/,■•■•,  t'  Jes  côtés  correspondants 
du  contour  CEF... D.  Appelons  L  la  longueur  de  cef...d 

et  L'  celle  de  CEF. .  .  D.  Soient  —  le  plus  petit  et  —  le 

plus  grand  des  rappoils  entre  les  côtés  correspondants  des 
deux  contours  polygonaux.  On  sait  que  la  valeur  du 
rappoi't 

y.  -+-  È  -I-  7  -I-  ...-)--  A 
y-'-f-  p'-l-V'-h  .  .  .-r  /.' 

a  A         .  .     ,. 

est  toujours    comprise   entre  —  et  —  ?  c  est-a-dire  que 


1  on  a 

n        L         A 

Oj',  lini  —  =z  i  et  lim  ^  =  i .  Donc  lim  — -  =  i ,  ou 
a  A  L 

lim  L  =  liin  L'. 

216.  \'oici  encore  un  théorème  du  même  genre,  et  que 
l'on  démontrerait  d'une  manière  analogue  :  Si  l'on  mène 
entre  les  deux  ordonnées  extrêmes  CA,  DB  un  nombre 
indéfini  de  parallèles  à  l'axe  des  y^  puis  que  l'on  inscrive 
entre  ces  parallèles  d'autres  lignes  droites,  tangentes  à 
la  courbe,  la  somme  de  ces  dernières  tend  vers  une  limite 
c[ui  est  encore  la  longueur  de  la  courbe  donnée,  même 
quand  elles  ne  forment  jias  une  ligne  brisée  continue. 
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DES  COURBES  PLANES  RAPPORTÉES  A  DES  COORDONNÉES 
POLAIRES. 

Détermination  de  la  tangente.  —  Longueur  des  lignes  nommées  sous- 
tangente,  sous-normale.  —  Différentielle  de  l'aire  d'un  secteur.  — 
Différentielle  d'un  arc  de  courbe.  —  Applications.  —  Des  coordonnées 
bipolaire.". 


Fig.  25. 


DÉTERMIINATION    DE    LA    TArVGENTE. 

217.  Soient  O  le  pôle,  OL  l'axe  polaire,  et  M'MC  une 
courbe,  dont  l'equalion  soit 
j  i^r^  6)  =:  o.  Pour  mener  la  tan- 
gente MT  à  cette  courbe  par  le 
point  M,  il  suffit  de  connaître 
l'angle  OMT  =  f/.  Soient  donc  /' 
et  0  les  coordonnées  du  point  M, 
et  7'  -j-  A/-,  0  -h  A 9  celles  d'un 
point  voisin  M'.  Décrivons,  du 


point  O  comme  centre,  l'arc  MI. 


Dans  le  triangle  M' MI  on  a 


sinlM'M 
sinM'iMI 


MI 
M^ 


MI 
arc  MI 


X 


arc  MI 
M'I 


MI  rAO 

arc  MI         à  7- 


Si  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M, 
l'angle  IM'M  devient  OMT  ou  p.,  l'angle  M'MI  devient 
90*' —  u,  et  l'on  a 

/•m 

On  liie  de  là 

dr  .  rdO 


s/dr 


r'dO- 


sjdr 


•^r/9' 
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Comme  p.  est  compris  entre  o"  et  i8o°,  il  faut  que  siuf/. 
soit  positif.  Quant  à  cos/a,  il  sera  positif  ou  négatif,  sui- 
vant que  l'angle  fx  sera  aigu  ou  obtus. 

218.  On  peut  encore  parvenir  à  la  formule  (i)par  une 
transformation  de  coordonnées. 
Prenons  l'axe  polaire  Ox  pour 
axe  des  abscisses,  et  une  perpen- 
diculaire Oj'pour  axe  des  ordon- 
nées. Soient  OP  =  x  et  MP=:) 
les  coordonnées  correspondantes 
du  point  M;  on  aura 

tangOMT  =  tang(MTx  —  MO.r). 


Fig.  26. 

y 

\ 

à- 

,/l-^'A\ 

0 

P        C    T     .T 

Mais 

donc 
ou 

Or,  on  a 

donc 

et 

On  eu  tire 

tangOMT— 


tangMT.r  =  y^      et      taiigMO.r  =r  -  • 


tanL'OMT  = 


dx        X 

.TClX 


taniîOMT  = 


xdy  —  ydx 


xdx  -\-  ydy 
.•ri=rcos9     et     j^rsinQ; 
dx  =  dr  cos  9  —  rd%  sin  9, 
dy  =:  rf;-sin9  -h  rd^  cos9. 

/■cos9(r//-sin9-f-///9cos9) — rsin9(('//'cos  9 — /dOsinB) 


rcos9(<'//-cos9  — /Y/9sin9)  -l-''sin9(r/rsin9-f-7r/9cos9) 
et,  toutes  rédactions  faites,  il  viendra 

r^dB        rdd 


rdr 


dr 


s,= 

0T  = 

r  tang  u. 

dr 

s„= 

:0N   - 

/• 

dr 

taniju. 

-"rf9' 
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LOWGUEUK    DES    LIGNES    NOMMÉES     SOUS-ïANGENTE , 
SOUS-NOBMALE. 

219.  Dans  ce  système  de  coordonnées,  la  sous-taiigente 
est  la  perpendiculaire  OT  {fig.  aS,  p.  201)  menée  au 
rayon  vecteur  OM  par  l'origine,  et  terminée  à  la  tangente 
MT.  La  sous-normale  ON  se  mesure  sur  la  même  droite, 
à  partir  du  pôle  O,  jusqu'à  la  rencontre  de  la  normale  MN 
en  N.  D'après  ces  définitions,  S^  et  S„  désignant  les  deux 
droites,  on  aura 


et 


DIFFÉRENTIELLE    d'uN    SECTECR. 

220.  Considérons  (,/%.  26,  p.  201)  un  secteur  POM, 
compris  entre  deux  rayons  vecteurs  OP  et  OM.  Soient 
POM=  u  et  MOM'=:  ù^u.  On  peut  prendre  l'arc  MM' 
assez  petit  pour  que,  de  M  en  M',  les  rayons  vecteurs 
soient  constamment  croissants  ou  décroissants.  Pour 
fiixer  les  idées,  supposons-les  croissants.  Décrivons  du 
point  O,  comme  centre,  les  arcs  de  cercle  MI,  M'R, 
terminés  aux  rayons  vecteurs  OM  =  /•  et  OM/  =  /■'  :  on 
aura 

OMI<A«<OM'K, 

ou  bien,  comme  OMl  =  -  r-  A9  el  OM'K'  =  -  /'^  A9, 
2  2 

2  2 

\  A«     ^  i     , 

ou  _,.^<  <_^'2. 

2  AS  2 

Or,  comme  à  la -limite  /■'  devient  égal  à  /',  on  a 
du       I  I 

-—  -■=.  -  r"- ,      011      du  =-r  —  /'.'/ô. 
r/&        2  2 
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2^1.   Ce  calcLi]  conduit  à  une  conséquence  qui  est  sou- 
vent utile.  On  a  trouvé  plus  haut  (n°  218) 

tang  OMT  =  —j ^ , 

X  clx  -f-  y  dy 

et  aussi  (n*'  217) 

tan-'OMT^— —  ; 
dr 

,  xdy  —  ydx        r^  dfi 

on  aura  donc  — | =  — —  • 

xdx  H-  jdy         rdr 

Mais,  à  cause  de 

^i  -r-  j'  =  r-, 

on  a  xdx  +  ydy  =  rdr-^ 

donc  xdy  —  J'dx  z=zr''dô. 

Or  -r'dO  est  la  différentielle   du  secteur   LOM:  dune 

2  ' 

cette  diflérentielle  est  aussi  égale  à  -  [xdj — ydx).' 

On  pourrait  d'ailleurs  obtenir  ce  résultat  de  la  manière 
suivante.  On  a 

d^ 


X 

tang  6; 

,,    ,       xdy  —  ydx 
d  ou      — ^ 

x' 

xdy 

—  Ydx  = dd 

cos^  ô 

x^  =  7-  ces' 9 : 

cos^e' 


Or  on  a 


donc  —  {-^dy  —  ydx  )  =  —  r^dO. 


UIFFÉKETNTIELLE    D  VIS    ARC    DE    COURBE. 

222.   Considérons  l'arc  CM  =  ^  (/%•  ^5,  p.  201),   et 
soit  MM'  =  As  son  accroissement. 
Dans  le  triangle  M'MI  on  a 

iMM'       sinMIM' 


MI        sinMM'I 
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d'où,  à  rause  de  MI  =  2  rsin  -  A6, 
'  2 


1 
MM'  2         sinMIM' 


arc  MM' ~          As  sin.MM'l 
et,  en  passant  à  la  liinitf, 

rciQ       I              ,,    ,  ,          rciO 

!■=  —■ 1         d  ou         (IS  =:  -; 

as    sinp.  sinp 
donc  [(217),  formules  (2)] 


De  là  résulte 

idO  dr 

sinu,  =  — —  î  cosu.^— -• 

'  ds  '         ds 

223.  On  arrive  encore  à  la  différentielle  de  l'arc  par 
une  transformation  de  coordonnées  ;  on  a 


ds  =  \  dx--}-  dj- 


=  y/(f//'cos^  —  rrfÔsinôj-H-  (///-sinô  +  Ar/«cos&)', 


ou  ds  =  \'dr-  -+-  r''dQ-- 


APPLICATIOIVS. 


224',   i^  L'équation  dune  ellipse,  quand  on  prend  pour 
Fig.  27.  pôle  le  foyer  de  droite  F  et  le 

grand  axe  pour  axe  polaire,  est 


dr 


I  H-  rcosO 

De  là  on  lire 

cps\nQdQ 
(i  -+■  ecosO)- 


dB  _  (1  +  ^cos9)\ 
dr  eps\ï\Q       ' 
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d'où 

dr  esinô 

2°  La  spirale  d'Archimède^ 

La  courbe  part  du  pôle  et  est  tangente   en  ce  point  à 

l'axe  polaire.  Pour  la  construire,  du  pôle  comme  centre 

Fif,.  58.  avec  l'unité  pour  rayon,  on  dé- 

\  critim  cercle,  dont  l'arc  compris 

/'  '    "  \fli  entre  un  rayon  vecteur  et  l'axe 

/         ç-^iQ^ polaire  a  pottr  longueur  0.   En 


\  T  portant  cette  longueur,  multi- 

\  pliée  par  «,  sur  le  rayon  vecteur 

à  partir  du  centre,  on  aura  lui 
point  de  la  courbe. 
Comme  r  croît  indéfiniment  avec  0,  la  courbe  fait  une 
infinité  de  révolutions  autour  du  pôle. 
Ou  a  r//'=  adO^  d'où 

d  G         /r/ô         ;■ 
'  dr         ad  9        n 

df) 
S,  =  OT  =  7-  —  =  a  9', 
dr 

r 

dr 
S„=ON  =  -=«. 

Ainsi  la  sous-normale  est  constante,  ce  qui  offre  un  moyen 
irès-simple  de  construire  la  tangente. 

3°  La  spirale  hyperbolique,  ainsi  nommée  parce  que 

son  équation 

rQ  =  n, 

est  analogue  à  celle  de  l'hyperbole  xy  =  m'. 

De  l'équation  de  la  courbe  on  tire  ;•:=--:  pour  6  =  0, 
on  a  ;•  =  00  ;  pour  des  valeurs  très-petites  de  0,  /'  est  fort 
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giancl,  el  diminue  à  mesure  que  B  augmente  ;  pour  6  =  oo  , 
Fig.  29.  on  a  7'  =  o.  Par  conséquent,  la 

M courbe  fait  une  inflnité  de  révo- 

X         y\  lutions  autour  du  point  O  sans 

(     CÎt^Yx   I  jamais  pouvoir   l'atteindre;    ce 

\        /  point  est  un  point   asymptote. 

La  courbe  a  une  asymptote  pa- 
rallèle à  OA5  car  si,  d'un  point  M  pris  sur  la  courbe,  on 
abaisse  une  perpendiculaire  MP  sur  l'axe  polaire,  on  aura 

sinQ 
MP  =  OM  sin0=r  r%mB  =  a——- 


Donc,  lorsque  Q  tend  vers  o,  la  distance  MP  tend  vers  «, 

sin  9         1  1,      •   ' 

puisque  — —  tend  vers  1  unité. 

On  a  ensuite 

rdG  rB- 

tangp  =  --  z= =  —  9, 

r/r  n 

ctr 

La  sous-tangente  est  donc  constante.  Cette  propriété 
donne  un  moyen  commode  de  mener  la  tangente  par  un 
point  pris  sur  la  courbe. 

4°  La  spirale  Jogarithmique,ô.o\\l  réquation  est 

En  changeant  l'axe  polaire  sans  changer  le  pôle,  on 
peut  mettre  l'équation  sous  la  forme 

„  m  0 


Rn  effet,  posons  a=:ft^,   h  =z  e"\  alors 

m  (  0  -h—  I 


2o8  COURS  d'analyse. 

Soient  OA  le  premier  axe  polaire,  et  M  un  point  de  la 
Fiff-  ^o.  courbe.  Prenons  un  axe  polaire 

OA',  qui  fasse   avec  le  premier 

un   anele  AOA' =  —  •  Alors,  si 
MO  A  =  e,  en  posant  5+  —  =  6', 


,.'"  0' 


Considérons  donc  l'équation  r  =  e"'  :  pour  0  =  o,  on 
aura  r  =  i ,  et  si  l'on  fait  croître  9  indéfiniment,  r  croîtra 
indéfiniment.  Par  conséquent  la  courbe  fera,  à  partir  du 
point  A  {/ig-  32)  pour  lequel  OA  =  i,  une  infinité  de 
révolutions.  En  donnant  à  6  des  valeurs  négatives,  /•  dimi- 
nuera indéfiniment:  donc  la  courbe  fera  encore  à  partir 
du  point  A.  mais  dans  Faulre  sens,  une  infinité  de  révo- 
lutions, en  s'approchant  toujours  du  pôle. 

On  aura  clr  =  me"'' dO=zmrdQ]  par  suite,  tang|7.  =  — » 

Fig.  3i.  .    ,  '       -rv  7 

quantité  constante.  Donc,  dans 
la  spirale  logaiiLhntique,  la  tan- 
gente fait,  un  angle  constant 
auec  le  rayoti  vecteur  qui  passe 
par  le  point  de  contact. 

\yA  sous-tangente  sera  —5  et  la  sous-normale  mr. 
m 

L'extrémité  T  de  la  sous-tangente  décrit  une  spirale 
égale  à  la  première,  mais  située  différemment.  Soit 
OT  =  c.  on  a 


(  )r,  en  posant  lOA  —  —  5',  on  aura  6  —  ô'-h  ^-  Par  suite, 
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el.  en  prenant  un  nouvel  axe  polaire  incliné  sur  le  pre- 
mier  cl  un  angle  égal  a 5  puis  posant 


&"  =  (  6'  -f-  - 
on  aura  l'équation 

p  =c         , 

qui  représente  une  spirale  égale  à  la  première. 

L'extrémité  de  la  normale  décrit  aussi  une  spirale  égale 
à  la  première. 

DES    COORDGjyjNÉES    BIPOLAIRES. 

22o,  Dans  ce  système  de  coordonnées,  on  détermine 
la  position  d'un  point  sur  un  plan,  par  ses  distances  r  et  r' 
à  deux  points  fixes  A  et  B, 

Soit  /{?',  T'')  =  o  l'équation  de  la  courbe  CM,  et  pro- 
^'S-  32.  posons-nous  de  lui   mener  une 

jh\  tangente  au  point  ÎM. 

sécante    ÎNl'MS.     Menons    MH 
perpendiculaire  à  AM'. 
T    ^s  Soient 

AM  =  r,      BM  =  /';      AM'  =  r-hAr,      BM'=r'+Ar'; 

MAM'  =  A 9 ,      arc  MM'  =  A^,     AMT  =  a ,      BMT  =  g. 

On  aura 

M' H        M' H        arc  MM' 
cosAM'M  =  — —  =  -— -  X  -rrrrr-' 
Î\1M'  ^s  MM' 

ou  bien 

A/-  -h  2/-sin-- A<9 
A«,/,^                                 2  arcMM' 

COSAM'M  =  ^- X  -^^^■ 

Or 

2rsin=-A0 

r  '•  r      AMAT  r     «'''f^MM' 

Iim- =  0,  liinAiMM=:a,      lim =  j  : 

Ai  MM' 

I .    -i"  èililion .  1.1 


2IO  COtnS    D  AJNALYSE. 

donc 

dr 

fOSa  =  -T-- 
r/v 

Pour  la  inême  raison,     <os^  = 

ds 

Par  suite,  on  a 

tos  a        dr 

cos  Ç        dr' 

ce  qui  détermine  la  tangente  MT. 

226.   En  prenant  les  deux  foyers  d  une  ellipse  poui 
points  fixes,  l'équation  de  celle  courbe  sera 


De  là  oji  lire  dr  -f-  dr'  =.  o  :  d  Où  — — ,  =  —  i  :  donc 


ou 


r-f-  /•'  =  in. 

,.     .     dr 

—  —  I 

cos  a 

—  —  I 

ros^ 

—  cosS. 


Donc  les  rayons  vecteurs  d'uji  point  de  l'ellipse  for- 
ment af^ec  la  tangente,  d\in  même  côté  de  cette  droite, 
deux  angles  supplémentaires . 

On  trouvei  ait  de  même,  pour  l'hyperbole,  cos  a  =  cos  ê. 
Pour  une  courbe  dont  l'équation  serait  r±  mr'  =  a,  on 
aurait  cos«  =  zp  mcosë. 

EXERCICES. 

1 .  Une  courbe  est  donnée  par  une  relation  entre  les  distances  r 
et  r'  de  chacun  de  ses  points  à  deux  points  fixes.  Trouver  l'expres- 
sion de  In  différentielle  de  son  nrc  en  fonction  des  distances  r  et  \' 
et  de  leurs  différentielles.  Application  aux  sections  coniques. 

SOLUTIOX. 

4  rr'\rr'  (  dr-  +  dr"]  —  { 7-^+  r'^  —  rr)drdr'^ 


r/.s-  =. 


{r-j-  r'~\-a )  (r-f-y' —  <i)  (cz-j-/ —  /■  )  [a- 
n  désigne  la  distance  des  deux  pôles. 
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2.  Une  courbe  est  donnée  par  une  relation  entre  deux  angles  9 
et  6'  fjue  les  droites  menées  d'un  point  quelconque  ]M  de  cette  coui-be 
à  deux  points  fixés  K  et  ^  font  avec  la  droite  AB.  Déterminer  la 
tangente  à  cette  courbe  et  exprimer  la  différentielle  de  son  arc  en 
fonction  des  angles  9  et  d'  et  de  leurs  différentielles. 

Appliquer  les  résultats  à  la  courbe  décrite  par  l'intersection  de 
deux  droites  mobiles  qui  tournent  autour  de  deux  points  fixes  avec 
des  vitesses  de  rotation  uniformes. 

Solution.  —  Si  p.  et  p.'  désignent  les  angles  que  la  normale  fait 
avec  les  rayons  vecteurs  MA  et  INIB,  on  aura 

sin'|x-f-sin^fA'— 2sinpisinpt'cos(94-6')  —  sin'(9  +  Gi')  =  o, 

^^  =   ■  ■>m  ,  r.,.  i/sin'ôV/ô'+sin'ôc^Ô''— 2sinôsin9'cos (9-1-6') r/erf9'. 
sin-  (9+9')  *  \    >     I 

Dans  le  cas  particulier,  n  et  n'  étant  les  vitesses  angulaires  des  deux 
mouvements,  on  a 

sin  ,u  _  n  sin  9' 

sin  fi'      «'sin  9 

3.  Les  ovales  de  Descartes,  représentés  en  coordonnées  bipolaires 
par  les  équations 

/•  4-  /?r  '  =  a , 


se  coupent  à  angle  droit,  quels  que  soient  «  et  €. 


,4 
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THÉORIE  DU  CONTACT  DES  COURBES  PLANES. 

Contact  de  divers  ordres  des  courbes  planes.  —  L'ordre  de  ce  contact  est 
indépendant  du  choix  des  axes.  —  Caractères  distinclifs  des  contacts 
d'ordre  pair  ou  d'ordre  impair.  —  Des  courbes  osculatrices.  —  Du  cercle 
osculateur.  —  Application  aux  sections  coniques. 


COATACT    DE    DIVERS    ORDRES    DES    rOLRBES    PLANES. 

227.   Soient  deux  courbes  CMN,  C'M'N'  ayant  pour 

équations 

y=f{x),      j'=:<p(.r), 

r  Gi  j'  étant  des  fonctions  explicites  ou  implicites  de  x. 
Supposons  que  ces  deux  courbes  aient  en  M  un  point 
(  omrnun,  et  comparons  les  ordonnées  QN  et  QN'  des  deux 
courbes,  répondant  à  une  même  abscisse,  dans  le  voisinage 
du  point  M.  Soient  OP  =  .r  et  PQ  =  h  :  on  a 

Donc 

NN'=/(.r+A)  — «-(or  +  A), 

et  l'on  aura,  d'après  la  série  de 
Taylor, 

/r-    fd^y  _  d'y'\ 
1  .  2  \  dx^  dx-  J 

Or,  on  peut  mettre  R  sous  la  forme a,  a  devenant  nul 

avec  h  \  et  comme  M  est  un  point  commun  aux  deux  cour- 
bes, ce  qui  donne  j'=  }  ';  on  a 

\  dx  dx  I  .2  \  dx'  dv 


Fig.  33. 

y 

< 

Vi/f'-'- 

îs" 

C   /C 

0 

1- 

y 

X 
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Maintenant,  si  l'on  suppose  que  les  deux  courbes  aient 
en  M  une  tangente  commune  MT,   on  aura   en  outre 

—  =z  —,  et  l'égalité  précédente  deviendra 
dx        dx  o  ^ 

lû    [(Vy        d'j' 


I  .  ?.  \  dx^  dx- 

II  est  facile  de  démontrer  que  la  courbe  MN'  approche 
plus  de  la  courbe  MN  que  toute  autre  courbe  MN''  qui , 
passant  par  le  point  M,  ne  serait  pas  tangente  à  MT. 

En  effet,  soit  j"  =  (^  [x)  l'équation  de  MN";  on  aura 

dx  (Ix 


ê  s'annulant  avec  h\  donc 


h      /d'y         d^jr' 
NN'         I  ,  2  \  dx'         dx'' 


NN"  djr  ^  dy" 

dx         dx 

Donc,  quand  h  tend  vers  o  ,  on  a 

,.     NN' 

Ce  qui  montre  qu'en  se  plaçant  suffisamment  près  du 
point  M,  NN'  est  moindre  que  NN",  et  par  suite  que  la 
courbe  MN'  est  située  entre  MN  et  MN". 

228.  Généralement,  supposons  que  l'on  ait 

^  dy'       dy        d'^y'        d- y  d'^  y' d"  y 

{a)      y  —y,      ^  =  ^'      ~d^~'dx^'"''      ''d^~lh^' 

Il  en  résulte 

^"+'             l  d^+W        d"+'r' 
NN'  = : ::_  -f. 

I  .  2 .  .  .  ( «  H-  I )  \ dx"+'         fZx"+' 

oc  étant  une  quantité  qui  devient  nulle  eu  même  temps 
que /i.  Je  dis  que,  dans  les  environs  du  point  M,  la 
courbe  MN'  qui  remplit  les  conditions  (a)  approche 
plus  de  MN  que  toute  autre  courbe  MN"  qui  ne  les  rem- 
plirait pas  toutes. 
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En  eifet,  soit  j"  =  ^[x)  l'équation  de  MJN'',  et  sup- 
posons que  les  m  premières  dérivées  de  j"  soient  égales 
aux  iJi  premières  dérivées  de  j,  m  étant  moindre  que  n  : 
on  aura 

q:s  —  q^"  =  -NW'= Il ^_f ^-i-e), 

1  .  2  .  .  .  i ///  +  i)  \r/x'"+'         c/x"'+'  ) 

ê  étant  une  quantité  qui  devient  nulle  en  même  temps 
que  h.  Il  résulte  de  là  que 

NN'  h"-"  dx"+'  f/.t«+' 


H-a 


X 


KN"      (/7î  +  2)  (w  H-  3) .  . .  («  H-  I )  ^  f/'«+'  j       d"'+'j" 

Or,  comme  h  déezoît  jusqu'à  o,  a  et  ê  tendent  de  plus 
en  plus  vers  cette  limite-,  il  s'ensuit  que,  lorsque  h  est 

assez  petit,  le  rapport  ——7;  est  sensiblement  proportion- 
nel à  /i"~"',  et,  par  conséquent,  peut  devenir  plus  petit 
que  toute  quantité  donnée,  puisque /i^iTZ. 

Si  l'on  convient  de  dire  que  les  deux  courbes  MN'  et 
MN  ont  un  contact  de  l'ordre  n ,  et  par  suite  que  les 
deux  courbes  MN  et  MIN"  ont  un  contact  de  l'ordre  m, 
les  résultats  auxquels  nous  venons  de  parvenir  peuvent 
s'énoncer  en  disant  que,  par  un  point  commun  à  deux 
courbes  qui  ont  un  contact  de  Vordre  n,  on  ne  peut 
faire  passer  entre  ces  deux  cowbes  aucune  autre  courbe 
ajant^  av'ec  l'une  des  deux  proposées^  un  contact  d'un 
ordre  inférieur  au  n'^"*^. 

l'ordre  du  contact  est  ikdépendant  du  choix  des 

AXES. 

229.  L  ordre  du  contact  est  indépendant  de  la  direc- 
tion des  axes,  pourvu  que  l'axe  des  ordonnées  ne  soit  pas 
parallèle  à  la  tangente  commune  aux  deux  courbes. 

On  pourrait  démontrer  ce  théorème  en  employant  les 
formules  générales  de  la  transformation  des  coordonnées, 
et  faisant  voir  que  les  dérivées  des  ordonnées  des  deux 
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courbes  sont  encore  égales  dans  le  nouveau  système  d'axes 
jusqu'au  /z'^'"*  ordre,  si  n  était  l'ordre  de  contact  dans  le 
premier  système.  Mais  on  peut  y  parvenir  plus  simple- 
ment par  des  considérations  géométriques. 

Soient  CMN,  C'M'N'  les  deux  courbes  tangentes  en  M. 
Par  le  point  M  menons  une 
droite  quelconque  M«",  mais  dif- 
férente de  la  tangente  au  point 
M.  Son  équation  sera 

y"~  ax-{-  b. 
Soient 

y—f[^A^    j' =  ?(•»), 

les  équations  des  deux  courbes.  Considérons  les  ordon- 
nées de  ces  trois  lignes  correspondant  à  un  point  N  pris 
sur  la  première  ■,  on  aura  encore 

NN'  = —  -h  a 

i.2.3...(«4- i)  V^^-^"^'         dx"^' 

et  puisque,  par  supposition,  la  droite  menée  par  le  point 
M  est  différente  de  la  tangente , 

\dx        dx  j  \dx 

Par  suite , 

rf«+'  Y       d"+'  r' 


NN'  r/r"+i  fil 


Or,  quand  h  tend  vers  o,   a  et  S  tendent  aussi  vers  o. 
On  voit  donc  que  le  rapport  _^^  tendra  vers  une  limite 

finie. 

On  peut  donc  dire  que  si  le  contact  est  du  /z'^'""  ordre, 

le  rapport ——7,  sera  un  infiniment  petit  du   71'""'*  ordre. 

La  réciproque  est  d'ailleurs  évidente. 

230.  Supposons  maintenant  que  l'on  rapporte  la  courbe 
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à  d'autres  axes  5  par  le  point  N  menons  une  parallèle  au 
nouvel  axe  des  j .  Soient  n'  le  point  où  cette  parallèle 
coupe  la  courbe  }  '  =  tp  (x)  et  fi"  le  point  où  elle  coupe  la 
droite  Mn".  Pour  démontrer  que  l'ordre   du  contact  ne 

change  pas,  il  suffît  de  prouver  que  le  rapport ;; 

i  1 1  (PS  «)""*"' 

tend  vers  une  limite  finie.  Car  -——,  sera,  dans  ce  cas,  un 

infiniment  petit  du  n'^'"^  ordie,  et,  par  suite,  le  contact 
sera  encore  de  l'ordre  n. 

Or,  si  l'on  mène  iS'«',  le  triangle  NN'/i'  donnera 

NN'  _  sin  n' 
N /?  ~  sîn¥'  ' 

Le  point  N  s'approchant  indéfiniment  de  M,  le  point  N' 
tendra  vers  N,  ainsi  que  le  point  n',  et,  par  conséquent,  ]N' 
et  n[  se  confondront  à  la  limite.  Donc  w'N'  tendra  vers  la 
tangente  au  point  M,  et,  par  suite,  le  rapport  des  sinus 
des  angles  n'  et  N'  aura  une   limite  finie.  D'ailleurs,  le 

rapport  — — ^reste  constant  quand  le  point  J\  s  approche 

du  point  M,  puisque  le  triangle  variable  JSn"N"  reste 
toujours  semblable  à  lui-même. 

sin  n" 


On  a 
De  là 

]NN'  =  N«'-^— -     et 
sinN' 

NN'                N«' 

(NN"j"-*-'  ~  (N «"/'+' 

d'où  l'on 

déduit  que  le  rapport 

sinN" 


X 


sin  IN' 


sm 


sin 


K'7 


n+l 


^N  «"/'+' 
mite  finie;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


tend  vers  une  li- 


carActères  géométriques  d'un  cojstact  d'ordre  pair 
ou   d'ordre  impair. 

231.   Si  les  deux  courbes  CMN,  CM'N',  qui  ont  res- 
pectivement pour   équation   ^r=:/(.r)  et7'=^(.r),  ont 
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au  point  M.[x,  y)  un  contact  de  l'ordre  /i,  les «4-  i  con- 
ditions suivantes  seront  remplies  : 


J  =/j 


dy' 

dy 

d\r' 

d'  y 

d^y' 

d"y 

dx 

-dx' 

dx- 

dx- 

dx" 

dx" 

Nous  avons  vu  que,  dans  ce  cas  ,  on  a 
N]N'=:QN  — QN'=  - 


.(rt+i)  \dx 


y 


<Yx"-*-' 


FifT. 


Mais,  jusqu'à  présent,  nous  n'avons  fait  attention  qu'à  la 
valeur  absolue  de  ININ'  ou  de  QN — QN'.  Nous  allons 
maintenant  avoir  égard  au  signe  de  cette  différence. 
Si  n  est  pair,  n-\-i  étant  impair,  /«"+%  et  par  suite 
QN — QN,  changera  de  signe  avec 
h,  et  l'on  en  conclut  que  celle  des 
deux  courbes  qui  est  au-dessous 
de  l'autre,  à  gauche  du  point  de 
contact,  est  située  au-dessus  à 
droite  de  ce  point,  en  sorte  qu'en 
ce  point  les  deux  courbes  se  tra- 
versent mutuellement,  comme  on  le  voit  dans  la  figure. 
F'S- 36.  Si  n  est  impair,  alors  7i-\-i 

étant  pair,  en   prenant  h  assez 
petit ,  le  signe  de  QN  —  QIN'  ne 
changera  pas   avec  celui  de  h , 
c'est-à-dire  qu'aux  environs  du 
point  M  les  deux  courbes  ne  se 
traversent  pas. 
Donc,  quand  deux  courbes  ont  entre  elles  un  contact 
d^ ordre  impair,  Vufie  des    deux  embrasse   Vautre,    et 
deux  courbes  se  traversent  mutuellement  au  point  de 
contact,  quand  elles  ont  un  contact  d^ ordre  pair. 

Une  ligne  droite  tangente  à  une  courbe  a  en  général 
avec  elle  un  contact  du  premier  ordre,  c'est-à-dire  d'ordre 
impair;  aussi  est-elle,  au  point  de  contact,  tout  entière 
d'un  côté  de  la  courbe.   Si   le  point  de  c«mtact  est  un 
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point  d'inflexion,  alors  le  contact  devient  d'ordre  pair, 
et  la  lansfente  traverse  la  courbe. 


DES    COURBES    OSCULÀTRICES. 

232.  Soit 

(i)  4)(.r,  y,  a,   b,  c,   .  .  .)  =  o 

une  équation  renfermant  /^  +  i  constantes  arbitraiies, 
a,  ^,  c, .  . . ,  et  qui ,  suivant  les  valeurs  attribuées  à  ces 
constantes,  convient  à  une  infinité  de  courbes  différentes. 
On  peut  disposer  des  indéterminées  a,  &,  c,.  . .  ,  de  ma- 
nière que  la  courbe  (i)  ait  un  contact  d'un  ordre  déter- 
miné, du  w""'""  au  plus,  eu  un  point  donné  (x,  j),  avec 
une  courbe  donnée  par  l'équation 

(2)  j=/W. 

Si  le  contact  doit  être  du  n'"'"^  ordre,  les  n  ■+- 1  condi- 
tions suivantes,  répondant  à  l'abscisse  a:,  seront  rem- 
plies : 

,    .  , fi  y'       dy         cPr'       d^  y  d"y'        d"y 

dx        dx  dx'         dx^  dx"         dx^ 

dy'     d"*^  y'  f/"  y' 

On  obtiendra  -— ,  -^-— j--«j  ■  ,'    ■>  en  diiîérentiant  n  fois 
dx       clx^  dor^ 

dy     d^  y  d^  y 

de  suite  l'équation  (1),  et -^5  -rV>"'  ~7^  '  ^^  différen- 

liant  ji  fois  de  suite  l'équation  (2).  Les  zî-f-i  équa- 
tions {a)  détermineront  les  n-\-i  constantes  inconnues, 
«,  Z>,  c,  etc.,  en  fonction  des  coordonnées  du  point  de 
contact  et  des  coefficients  de  l'équation  (2). 

Quand  on  détermine  les  constantes  a,  Z>,  c,  etc.,  de 
manière  à  obtenir  le  contact  de  l'ordre  le  plus  élevé  pos- 
sible, qui  est  égal  au  nombre  des  constantes  moins  i,  on 
dit  que  parmi  toutes  les  courbes  de  même  espèce  repré- 
sentées par  l'équation  (i)  celle  qui  répond  à  ces  valeurs 
des  constantes  est  osculatrice  à  la  courbe  y  =y"(j:). 
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^33.  Comme  première  application,  considérons  la 
droite 

(l)  y'=a.v-^b, 

et  la  courbe  y  =:f{^x). 

L'équation  de  la  droite  ne  renfermant  que  deux  con- 
stantes arbitraires,  on  ne  pourra  établir  qu'un  contact 
du  premier  ordre.  Il  faudra  pour  cela  satisfaire  aux  deux 

équations 

dy'  dy 

Y    =y      et      — —      ou      «  =  — -• 

''  -^  dx  dx 

Si  l'on  remplace  j'  pai\7  dans  l'équation  (i),  on  aura 
X  —  ax  +  é, 


d'où  Ton  tire 


;  dj 

0  =  Y  —  ax  =  r —  .r. 

•^  -^         d-T 


L'équation  (i)  deviendra  alors 

djr  dy  dy 

ce  qui  est  bien  l'équation  de  la  tangente  au  point  {x,j'). 


DU    CERCLE    OSCTJLATEUR. 

234.  Appliquons  encore  les  mômes  considérations  au 
cercle.  Soit  eu  coordonnées  rectangulaires 

l'équation  dune  courbe.  Puisque  l'équation  générale  du 
cercle  contient  trois  constantes  arbitraires,  le  cercle  oscu- 
lateur  sera  celui  qui  aura  avec  la  courbe  donnée  un  con- 
tact du  second  ordre.  Soit  donc 

(i)  [a:-^y-  +  {y'-r,y  =  p' 

l'équation  de  ce  cercle  inconnu. 
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On  en  tire  par  deux  difïérentiations  successives  : 

(2)  ^_24_(y_,)^'=o, 


(3)          ,+;^..+(y_„ 

dx^ 

=  0. 

Comme  on  doit  avoir 

dx         dx 

d'x' 
dx"- 

d\Y 
dx' 

dy' 
si  l'on  remplace  dans  les  relations  (i),  (2)  et  (3)  j\   —  1 

d^r'  .  dy    d^y  ,  , 

-7—-»  respectivement  par  r,  —-5  -7-^?  on  aura  pour  deter- 
dx^  ^  ^  dx    dx'  ^ 

miner  H,  >?,  p  les  trois  équations 

(4)  (•^-0'-H(r-'^)'  =  p% 

(5)  (.._H)4-(^^_,)g  =  o, 

dy^  d^  Y 

X  elj  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact. 
On  tire  de  ces  équations  ; 


ï  ___  J,  -—-  _ 

dx\          dx\} 

7j  — y  — 

d\Y       ' 

d'y 

dx' 

dx' 

et  enfin 

.    ( 

•■^tn 

■i-^y- 

(         dy-'y 

?'  —  ~ 

Id'yV 

\dx'  j 

d'où 

(7) 

p  = 

i          df" 
^V-^dx^ 

1 

—          d^y 

d.T- 

235,   Le  numérateur  de  cette  expression  étant  positif. 
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il  faut  prendre  le   signe  -h  ou  le  signe  —  suivant  que 

d''  Y 

— ^est  ^o  ou  <ro,  si  l'on  veut  avoir  la  valeur  absolue 

de  p. 

L'équation  (6)  montre  que  ri — y  gI -—  sont  toujours 

de  même  signe.  Comme  vî  — y  est  la  diflérence  entre  l'or- 
donnée du  centre  du  cercle  de  l'ordonnée  du  point  de  con- 
tact, il  en  résulte  que  le  centre  du  cercle  osculateur  est 
toujours  dans  la  concavité  de  la  courbe. 

La  courbe  et  le  cercle  osculateur  ayant  la  même  tan- 
gente, le  centre  du  cercle  osculateur  est  sur  la  normale  à 
la  courbe  au  point  (.r,  j)  ;  on  peut  encore  le  conclure  de 
l'équation  (5)  mise  sous  la  forme 

(8)  ^1^.^^-.,, 

d'où  résulte  que  la  droite  dont  le  coefficient  angulaire  est 

-; -■)  c'est-à-dire  la  droite  qui  unit  le  point  de  contact 

•^       \i 

au  centre  du  cercle  osculateur,  est  perpendiculaire  à  la 
tangente  commune. 

Le  cercle  osculateur  ayant  avec  la  courbe  un  contact 
du  second  ordre  en  général,  par  conséquent  d'ordre  pair, 
il  s'ensuit  qu'il  traverse  la  courbe,  excepté  en  certains 
points  particuliers  où  le  contact  est  d'un  ordre  supérieur 
au  second.  Dans  ce  dernier  cas,  si  le  contact  est  d'ordre 
impair,  la  courbe  et  son  cercle  osculateur  sont  du  même 
côté  de  la  tangente  commune. 

On  appelle  souvent  le  cercle  osculateur  cercle  de  cour- 
hure^  son  centre  et  son  rayon  centre  et  rayon  de  cour- 
bure. Nous  en  verrons  plus  tard  la  raison. 

236.  Comme  exemple,  proposons-nous  d'obtenir  le 
rayon  de  courbure  MK  d'une  section  conique,  en  un 
point  quelconque. 


Fis.  37. 
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Supposons  celle  courbe  rapportée  à  l'iin  de  ses  axes 
de  figure,  et  à  la  tangente  au 
sommet;  son  équation  sera 

(i)  y'  =iipx-irqx-. 

En  différenliant  deux  fois  celle 
équation,  on  trouve 

p  H-  q.x 


dj 
dx 


J 


dr 
et,  en  mettant  pour  -^  sa  valeur, 
dx 


J 


d'y 

dx' 


ipqx 


OU  enfin 


y 

d'y 

dx' 

-PL. 

y' 

Par  suite  on  a,  pour  la  valeur  absolue  de  p, 

dy'V' 


(2) 


P  = 


1  + 


dx'' 


Le  numérateur  de  p  est  le  cube  de  la  normale  MN.  En 
effet,  le  triangle  rectangle  MNP  donne 


MN  =//2  =  j'  -f-  r^ 


dj^ 
dx^ 


d'où 


ou      n  z=  y  i/ 


t-h 


dy' 
dx' 


jM  1  + 


dy' 

dx' 


Donc 

(3)  0  =  ^. 

Ainsi,  dans  toute  section  conique,  le  rayon  de  cour- 
bure est  égal  au  cuhe  de  la  normale^  divisé  par  le  carré 
du  demi-parmnètre . 
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11  est,  du  resle,  facile  d'obtenir  la  valeur  de  p  en  fonc- 
tion seulement  de  Tabscisse  du  point  M.  En  effet, 

(l'y 
y-r=.  -xpx  -\-  qx-     et      r  -7-  =  p  -H  9' j:  ; 

flX 

on  a,  pai"  suite, 

n'^^=^ipx-\- qx? ->r  {p-\-qx)-=  {q  -i-  q^)  x  -+-  O.pqx  -^Q.px  -\-  jj'. 

Donc 

0  — • 

y- 
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DÉVELOPPÉES  ET  ENVELOPPES  DE  COURBES  PLANES. 

Développées  et  développantes  des  courbes  planes.  —  Propriétés  générales 
des  développées.  —  Application  à  la  parabole,  à  l'ellipse,  à  Thyperbole. 
—  Enveloppe  d'une  courbe  mobile. 


DÉVELOPPÉES    ET    DÉVELOPPAJNIES. 

237.  Nous  avons  vu  que  les  coordonnées  'i  et  r,  du 
centre  de  courbure  correspondant  au  point  M  de  la 
courbe  CM  étaient  déterminées  par  les  équations 


x—'^  +  {x 


df_ 


-\-i.r- 


fix- 


Fig.  38. 


Les  centres  de  courbure  K ,  K  i , . . . ,  forment  une  nouvelle 
courbe  FF'  que  l'on  appelle  la 
développée  de  la  courbe  CM, 
et  celle-ci  est  appelée  la  déue- 
loppanle  de  FF' 5  nous  verrons 
bientôt  la  raison  de  ces  dénomi- 
uations. 

Puisque  les  équations  (i)  et  (2) 
avec  l'équation 

(3)  f[x,y)  =  o 

de  la  courbe  donnée  CM  déterminent  les  coordonnées  \ 
et  y]  du  centre  de  courbure  K,  répondant  au  point 
donné  M  (a:,  y)  de  la  courbe  CM,  on  aura  l'équation 
du  lieu  des  points  K  en  éliminant  a:  et  ^  entre  les  équa- 
tions (i),  (2)  et  (3). 
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PROPRIÉTÉS    GÉNÉRALES    DE    LA    DÉVELOPPÉE. 

238.  La  développée  d'une  courbe  jouit  de  propriétés 
générales  très-remarquables. 

En  premier  lieu,  les  normales  à  la  courbe  CM  tou- 
chent la  développée  aux  points  K,  Kj,...,  c'est-à-dire 
aux  centres  de  courbure. 

En  effet,  si  l'on  prend  x  pour  variable  indépendante, 
et  que  l'on  différentie  l'équation  (i),  en  y  regardant  j^, 

-T-1  E  et  yj  comme  des  fonctions  de  x,  on  a 

dx  —  dl~{-{dy—  ^'')^-<-(/— «)-^  =  o, 


ou 


ou  bien,  à  cause  de  l'équation  (2), 

dy 
d'^Sr-dr,—-  =0, 
d.T 

ou  enfin 

, ..  dn  dx 

^^^  di  =  -Tr' 

Cette  dernière  relation  montre  que  la  tangente  à  la  dé- 
veloppée menée  par  le  point  K  est  perpendiculaire  à  la 
tangente  menée  par  le  point  M  à  la  courbe  CM.  Donc 
la  droite  KM  est  tangente  à  la  développée. 

239.  Une  conséquence  immédiate  de  cette  propriété, 
c'est  que  la  développée  d'une  courbe  est  le  lieu  des  in- 
tersections successives  des  normales  à  cette  courbe.  En 
effet,  considérons  les  deux  normales  MK  et  Mj  Kj  qui 
louchent  la  développée  aux  points  K  et  K] .  Soit  I  le  point 
où  elles  se  coupent  :  quand  Mj  se  rapproche  indéfiniment 
de  M,  la  normale  MjKj  se  rapproche  de  MK,  et  l'angle 
KiIK  tend  vers  deux  angles  droits.  Donc  KiK  est  le  plus 

1 .    2^  édition .  I  5 
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grand  côté  du  triangle  KjIK,  et  comme  ce  côté  tend  vers 
zéro,  il  en  sera  de  même  de  IK.  Par  conséquent  le  point  I 
se  meut  sur  la  droite  fixe  MK  en  se  rapprochant  indéfini- 
ment de  K,  que  l'on  peut  considérer  comme  le  point 
d'intersection  de  la  normale  MK  et  de  la  normale  infini- 
ment voisine. 

240.  La  différence  entre  deux  rayons  de  courbure 
MK  et  MiK,  est  égale  à  l'arc  KjK  de  la  développée, 
compris  entre  les  deux  centres  de  courbure  correspon- 
dants. 

Pour  le  démontrer,  difFérentions  l'équation 

en  y  regardant  j',  H,  >5  et  p  comme  des  fonctions  de  la  va- 
riable indépendante  x.  11  vient  ainsi 

çd^  ={.T  —  ^_)  [d.r  —  dl)  4-  (  j  _  „)  [dy  —  r/„), 
ou 
pr/p  =  ^/jr   ^— ç-f-{j—  »î) j^    —  (^  — l)f^ç  — (jr— >])<^«, 

ce  qui,  d'après  l'équation  (i)  du  n^  237,  se  réduit  à 

^d^  =  — {x  —  'i)  dl  —  [y  —  r,)din , 

d'où  l'on  tire,  en  désignant  par  g  l'arc  FK, 

d^ Ç  —  X    dï,        n — y    dn 

dd  p         da  p         dfj 

Mais  le  second  membre  est  le  cosinus  de  l'angle  que  la 
droite  MK  fait  avec  la  tangente  à  la  développée  aupointK. 
Comme  cet  angle  est  nul,  son  cosinus  est  égal  à  l'unité,  et 

l'on  a 

dû  =  da. 

De  cette  équation  on  conclut 

p  =  cH-C, 
C  désignant  une  constante  j  on  aura  de  même 

Pi  =  <7i  -h  t  : 


donc 


—  P'  — 
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=:  arcFK  —  arcFK,  =  arcKK,. 


241,  On  peut  aussi  concevoir  cette  propriété  comme 
une  conséquence  de  ce  que  la  développée  est  le  lieu  des 

intersections  successives  des  normales  à  la 
courbe  donnée.  En  effet,  remplaçons  un 
petit  arc  KKj  de  la  développée  par  sa 
corde,  et  supposons  que  celte  ligne  prolon- 
gée rencontre  la  courbe  en  M.  La  droite  RM 
différera  très-peu  de  la  normale  KJN  menée 
par  le  point  R,  et  Kl  M  très- peu  de  la  nor- 
male Ri  Ni  menée  par  le  pointRj,  en  sorte  qu'on  aura,  en 
négligeant  des  infiniment  petits  du  second  ordre, 

KK,  =  KM  —  K.  M  =:  KN  —  K, N, . 

C'est  cette  propriété  de  la  courbe  FR  qui  lui  a  fait 
donner  le  nom  de  développée.  En  effet,  imaginons  un 
fil  dont  une  partie  soit  enroulée  sur  FR,  et  dont  l'autre 
partie,  tendue  suivant  la  tangente  RiMj,  se  termine  en 
Ml  sur  la  courbe  CM.  Je  dis  que  si  l'on  déroule  ce  fil  en 
F»g- ''lo-  le  tenant  toujours   tendu,    son 

extrémité  décrira  la  courbe  CM. 
Car  supposons  que  la  partie  rec- 
tiligne  soit  maintenant  dirigée 
suivant  la  tangente  RM,  et  que 
l'extrémité  aboutisse  au  point  G  : 
I  on  a 

GK=::M,K,4-K,K, 

puisque  RjR  est  la  partie  qui  est  devenue  rectiligne.  Mais 
d'ailleurs  on  a  aussi  MR  =  MiRi -f- RiR.  On  aura  donc 
GR  =  MR  et  G  coïncidera  avec  le  point  M  sur  la  courbe 
CM  :  donc  l'extrémité  du  fil  décrira  la  courbe  CM. 

242.  On  voit  par  là  qu'une  même  courbe  FR  a  une 
infinité  de  développantes,  et  que  pour  les  décrire  il  suffira 

.5. 
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d'allonger  ou  de  diminuer  le  fil  d'une  quantité  arbitraire. 
Les  tangentes  à  la  courbe  FK  sont  normales  à  toutes  les 
développantes,  d'où  il  suit  que  celles-ci  ont  les  mêmes 
normales  et  les  mêmes  centres  de  courbure  ^  et  comme 
elles  interceptent  sur  leurs  normales  communes  des  lon- 
gueurs constantes,  on  peut,  au  moyen  d'une  dévelop- 
pante, obtenir  toutes  les  autres. 

243.  Si  une  courbe  est  algébrique,  les  rayons  de  ses 
cercles  osculateurs  auront  aussi  une  expression  algébrique 
d'après  les  formules  trouvées  précédemment  :  par  consé- 
quent, un  arc  de  la  développée,  qui  est  la  difîérence  de 
deux  de  ces  rayons,  aura,  dans  ce  cas,  une  expression 
algébrique,  et  cette  courbe  sera  rectifiable. 

RAYON    DE    COURBURE    ET    DÉVELOPPÉE    DE    LA    PARABOLE. 


244.  Appliquons  maintenant  la  théorie  précédente  à  la 

Fig.  4i. 


parabole  dont  l'équation  est 
j2  =  ipx. 

Nous  avons  trouvé,  en  désignant 
par  n  la  normale  MN,  et  par  p 
le  rayon  de  courbure  au  point  M, 

?=j.  (236). 

Si  l'on  veut  exprimer  ce  rayon  en  fonction  des  coor- 
données du  point  M,  il  faudra  différentier  deux  fois  l'équa- 
tion j^  =  2/?x,  ce  qui  donne 

dx~~  y       dx'  y^ 

Donc  on  a,  en  valeur  absolue, 


(-^y 


p' 
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Pour  avoir  l'équation  de  la  développée,  substituons  les 

valeurs  de  -^  et  de  - —  dans  les  équations 
ax  dx^ 


dy^  .d''y 

i  -\~  .       -.        - 

il  vient 


'  +  .7?  +  (-^-'')^  =  °-' 


^•-Ç  + {7-^)^  =  0,      ,-|-^_(j_.)^=o. 

L'élimination  de  a:  et  de  /  entre  ces  équations  et  celle  de 
la  courbe  conduit  à  l'équation  de  la  développée.  De  la 
seconde  on  tire 

1+  ^- <-  +  <-—  =  G     d'où     rt=  ——• 

yi  yl  yi  p2 

En  mettant  cette  valeur  de  yj  dans  la  première,  on  aura 

^  — Ç-H/J  +  — =  0, 
P 

d'où  %  — ^  =  3.r. 

On  a  donc 

y^z=—p^n,      x  =  ^{l—p)     et    j»=2/>j:, 

d'où  y^=:p*^^ 

et  yO=(2pxY=ïjp{^-p)\- 

Q 

Donc  p*Yi^  =  —  n'(Ç — /?)' 

2.'] 

o 

et  «'= [I-pY- 

Si  l'on  transporte  l'axe  des  ordonnées  parallèlement  à 
lui-même  jusqu'au  point  O,  tel  que  AO  =  p,  l'équation 
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Q 

prend  la  forme  plus  simple  ri^  = ^'%  ou  simplement 


V  27 /j 


Cette  courbe  a  la  forme  KOL  {fig-  4ïi  p-  228).  Elle 
est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  abscisses,  ce  qui 
était  évident  à  priori,  et  s'étend  à  l'infini  du  côté  des  x 
positifs. 

En  différentiant,  on  trouve 


27/^ 


rf^î  _  3     /  8       ^-  \  _  __i_      \_ 

r/  ?'     ~    4    V     27  /P    *    ^  ■"     y/ë^    '     y/i 

Le  signe  de  — —  est  le  même  que  celui  de  r\  \  par  consé- 
quent, la  courbe  est  partout  convexe  vers  l'axe  des  ab- 
scisses. 


RAYON    DE    COURBURE    ET    DEVELOPrÉE    DE    L  ELLIPSE. 

245.  Soit 

Téquatioti  d'une  ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses 
axes.  On  en  tire 

dy  b''x        d-y  b* 

d.x  a'j        dx^  a^  y^ 

Cela  posé,  la  formule  connue  du  rayon  de  courbure 
donne 

_      ^~^a'y')     _{b'x^-\-a'y^y 


b*  n'b' 

Pour   avoir  la  développée  de  Icllipse.   reprenons  les 
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deux  équatioDs 


(0  ,+-^+(j~.j-:--  =  0, 


,  dr 

(2)  .r  — ?  +  (j  — r,)  — =  0. 

ci  y        cl^  y 
Quand  on  remplace  —  et  -— -  par  leurs  valeurs,  l'équa- 
tion (i)  devient 


X—r. 


{a' Y 

2_f_   b'.T')x 

a'b' 

rt'r- 

'■-^h'in^h' 

— 

-n' 

y') 

a-  b' 

{"'- 

-b')r  + 

è' 

■y\ 

A4 

et  posant  a* — b'^  =  c',  il  viendra 

ib*-hc^X''  y  <^^r^ 

ou  enfin 

(3)  "  =  --ïr- 

En  permutant  dans  la  relation  (3)  x  et  ) ,  a  et  b,  ce 
li  change  c*  en  —  c-,  on 


(4)  ^ 


c-  j:^ 


a' 


Par  conséquent,   si  l'on  pose,  pour  abréger,  —  =  A  et 

7-  =  B,  on  a 
0 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  reilijtse. 
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mise  sous  la  forme 
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i'='. 


ou  a,  pour  l'équation  de  la  développée, 

La  courbe  représentée  par  celle  équation  est  symé- 
trique par  rapport  aux  axes 
de  l'ellipse,  comme,  du 
reste,  on  pouvait  le  pré- 
voir. Pour  yj  =  o,  on  a 

a 

ce  qui  donne  deux  points  G, 
G',  situés  sur  l'axe  des  x 

entre  les  foyers.  On  obtiendra  de  même  les  points  H,  H', 

où  la  développée  rencontre  l'axe  des  j^ 

En  diirérentiant  l'équation  (a)  deux  fois  de  suite,  on  a 


3VA 


De  là  on  tire 


U)     T-^(b)     T-°' 


A= 


d'-n 


=  o. 


\a)     a^ 


'  dn 
B-Kdl 


Or  — j  est  de  même  signe  que  le  dénominateur,  puisque 
)r  numéraleur  est  positif.  Par  suite,  celte  dérivée   a  le 
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même  signe  que  ri.  Donc  la  courbe  tourne   partout  sa 
convexité  vers  l'axe  des  x. 
On  a  ensuite 


di 


-ï  ' 

B 


Bç 


cette  dérivée  étant  nulle  pour  y;  =  o  et  infinie  pour  |  =  o, 
on  en  conclut  que  les  axes  sont  tangents  à  la  courbe  aux 
points  G,  G',  H  et  H',  qui,  à  cause  de  la  symétrie  de  la 
figure,  doivent  être  des  points  de  rebroussement. 

RAYON    DE    COURBURE    ET    DÉVELOPPÉE    DE    l'hYPERBOLE. 

24G.  Le  rayon  de  courbure  et  la  développée  de  l'hy- 
perbole peuvent  se  déduire  de  ce  qui  précède  en  chan- 
geant b^  en  —  b^.  On  a  ainsi  pour  le  rayon  de  courbure 


b'.r 


ay- 


b' 


et,  pour  l'équation  de  la  développée, 


=  1, 


en  posant  c^  :=  a^ -\-  b~ ,  —  =  A  et  -r-  =  ^■ 
a  0 

La  développée  de  l'hyperbole   se  compose  de  deux 

branches  infinies  HGK, 
H'G'K',  symétriques  par 
rapport  aux  deux  axes  ;  elle 
a  deux  points  de  rebrousse- 
ment G  et  G'  situés  sur  l'axe 
transverse  au  delà  des  foyers 
par  rapport  au  centre,  et 
elle  est  convexe  en  tous  ses 
points  vers  l'axe  transverse. 
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ENVELOPPE    d'une    COURBE    MOBILE. 

247.  Quand  une  courbe  se  meut  sur  un  plan,  en  chan- 
geant de  forme  suivant  une  loi  déterminée,  elle  est  en  gé- 
néral constamment  tangente  à  une  courbe  fixe  qu'on 
nomme  son  enveloppe.  On  peut  supposer  que  la  courbe 
mobile  est  représentée  par  une  équation 

(i)  r(a:,j,  c)  =  o, 

dans  laquelle  c  est  un  paramètre  que  l'on  fait  varier  d'une 
manière  continue.  Si  l'on  donne  à  ce  paramètre  deux  va- 
leurs successives  c  et  c  -|-  Ac,  les  courbes  représentées  par 
les  équations 

^{■■r,  y,c)=  o,     F(x,j,  cH-Ac)  =o, 
se  couperont  en  un  point  (a:,  j)  pour  lequel  on  aura 

F(:c,  j,c  +  Ac)— F(x,j,  cj  =  o, 

et,  par  suite, 

F(.r,j,  c  +  Ac)  —  F(.r,7,  c)_^ 

2) —  O. 

Si  Ac  diminue  indéfiniment,  les  coordonnées  du  point 
{x,y)  qui  ne  cessent  pas  de  satisfaire  aux  équations  (i) 
et  (  2  )  vérifieront  à  la  limite  les  équations 

d¥ 

(3)  Y{x,y,c)  =  o,      -^  =  o. 

On  obtiendra  donc  le  point  limite  M  de  rintersection  de 
la  courbe  (i)  et  de  la  courbe  infiniment  voisine,  en  résol- 
vant les  équations  (3).  Si  maintenant  on  élimine  c  entre 
ces  équations,  on  aura  le  lieu  des  points  M,  c'est-à-dire  le 
lieu  des  intersections  successives  des  courbes  représentées 
par  l'équation  (i). 

Je  dis  que  ce  lieu  est  l'enveloppe  cherchée.  En  efïet, 
une  co\irbe  A  représentée  par  l'équation   (i)  est  coupée 
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par  celle  qui  la  précède,  B,  et  par  celle  qui  la  suit,  C,  en 
deux  points  qui  finissent  par  se  confondre.  La  droite  qui 
joint  ces  deux  points  tend  donc  à  devenir  tangente  à  la 
courbe  A.  Elle  tend  d'ailleurs  évidemment  à  devenir 
tangente  au  lieu  des  intersections  successives.  Donc  ce 
lieu  est  tangent  à  toutes  les  courbes  représentées  par 
l'équation  (i). 

EXERCICES. 

1 .  Développée  de  la  courbe 

Solution. 

8ia}^=  i(i{ia±  y/a"  —  iiux)   {±  \/a^  —  6rtx  —  a)- 

2.  Développée  de  la  courue 

^  1.  2. 

Solution. 

3.  Enveloppe  des  ellipses  co/iceritriques  dont  les  axes  ont  les  mêmes 
directions,  et  pour  lesquelles  la  somme  de  ces  axes  est  constante. 

Solution. 

x'+y'  .=  k^' 

On  trouve  le  même  lieu  quand  on  cherche  l'enveloppe  d'une  droite 
de  longueur  constante  (X),  qui  se  meut  en  s'appuyant  sur  deux 
droites  rectangulaires. 


•2-^6 
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ÉTUDE  PARTICULIÈRE  DE  LA  CYCLOIDE. 

Définition  et  équation  de  la  courbe.  —  Tangente  et  normale.  —  Rayon  du 
cercle  osculateur.  —  Développée.  —  Longueur  d'un  arc  de  cycloïde. 


DÉFINITION    ET    ÉQUATION    DE    LA    CYCLOÏDE. 

248.  La  cjcloïde  est  le  lieu  des  positions  d'un  point  M 
donné  sur  un  cercle  qui  roule  sans  glisser  sur  une  droite 
indéfinie  A  x. 

Prenons  pour  axe  des  abscisses  la  droite  A  or,  pour  ori- 
gine le  point  A,  où  se  trouve  le  point  générateur  M  à 
l'origine  du  mouvement,  et  pour  axe  des  ordonnées  la 
perpendiculaire  Ky. 

On  reconnaît,  à  priori,  que  l'ordonnée  est  maximum 

au  point  C,  correspondant  à  l'abscisse  AD  =  -  cire.  OM; 

que  la  courbe  rencontre  de  nouveau  l'axe  des  x  en  un 
point  A'  dont  l'abscisse  est  cire.  OM,  et  que  la  portion 
CA'  de  cette  courbe  est  symétrique  de  l'arc  CA  par  rap- 
port à  CD5  ensuite  qu'au  delà  du  point  A',  comme  à  gauche 
du  point  A,  il  existe  une  infinité  d'arcs  identiques  à  ACA'. 
Cherchons  maintenant  l'équation  de  la  courbe.  Soient 

AP  =  a7,  MP=j  les 
coordonnées  d'un  point 
M  du  lieu,  MO  =  «  et 
MOH  =  u  5  joignons  MO 
et  menons  MI  perpendi- 
culaire à  GH. 

D'après  le  mode  même 
de  génération,  l'arc  MH 
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est  égal  à  la  portion  de  droite  AH.  On  a 
a:=  AH  —  PH  =  arcMH  —Ml^=  au  —  asir\u  =  a{u  —  sinw), 
y  =  OH  —  10  =  «  —  acosu  =  a[i  —  cos«). 

Il  ne  s'agit  donc  plus,  pour  avoir  l'équation  de  la  cy- 
cloïde,  que  d'éliminer  «  entre  les  deux  équations 

fi)  x  =  a(u  —  sinw), 

(2)  y=  a^\  —  cosu). 

-Or  la  dernière  donne 


a  —y                                     a  — y 
cos  u  = ou      n  =  arc  cos ! 


d'où 


v/2«j- — y- 


Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  on  a  l'équation 
de  la  cycloïde, 

(3)  a;  =  «arccos zÇLsJiay — y''. 

Pour  expliquer  le  double  signe  du  radical  ou  de  sin  11^ 
on  observe  que  si  le  point  M  est  sur  l'arc  AC,  on  a 
M  <^7ï  et  sinu^o.  Mais  si  le  point  M  était  sur  l'arc  CA', 
on  aurait  u^tz  et  sinM<:^o.  Donc  le  signe  supérieur 
convient  à  l'arc  AC,  et  le  signe  inférieur  à  l'arc  CA'. 

TANGENTE    ET    NORMALE. 

249.  Pour  obtenir  —-•»  on  pourrait  différentier  l'équa- 
tion (3),  mais  il  est  plus  simple  de  différentier  les  équa- 
tions (i)  et  (2),  dans  lesquelles  x  et  j^  sont  fonctions  de 
la  variable  indépendante  m,  ce  qui  donne 

dx  =  adn  (i  —  cos  h  )  =  y  du, 

dy  =  adu  si  n  «  =r.  du  y  2  ay  —  y^. 
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Divisant  membre  à  membre,  il  vient 

dj       s'^-dj  —  r^ 


djc  ~  y 

La  sous-normale  au  point  M  ayant  pour  valeur  '-t--> 
on  voit  qu  elle  est  égale  à  ^lay  —  y^ .  Or 

^2aj — j'  =  v'7(2«  —  y)  =  s/lH  X  IG  =  MI  ou  PH. 

Donc  MH  est  la  normale  au  point  M,  et,  par  suite,  MG, 
perpendiculaire  à  MH,  est  la  tangente  en  ce  point. 

De  là  résulte  un  moyen  très-simple  de  mener  une  tan- 
gente à  la  cycloïde  par  un  point  M  de  cette  courbe. 
Supposons  le  cercle  CmD  décrit  sur  l'ordonnée  maximum 
comme  diamètre^  menons  Mm  parallèle  à  kx  :  une  pa- 
rallèle à  Cm,  menée  par  le  point  M,  sera  la  tangente 
cherchée. 

250.  La  longueur  de  la  normale,  au  point  M,  a  pour 
expression 


*/ 


j'  +  "^-^=v/j-+  -xay  —y^=  \l^ay. 


dx 


Or  GH  =  2rt,  IH  =  j^.  Cette  longueur  est  donc  moyenne 
proportionnelle  entre  IH  et  GH;  elle  est  donc  la  ligne 
MH  elle-même. 

RAYON  ET  CEKTRE  DU  CEaCLE  OSCULATEUR. 

251.   On  a 


dy        \Ji  ay  —  y'- 


dx  y 


/•xa 


dv^         1(1                 ,,    <  dy  d^y               ia  dy 

donc     -^^  = I,     d  ou     2-T--rT  = 'i  T"- 

dx"^         y  dx  dx'                y'   dx 

d'^y  a 

dx^  y"^ 
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d'Y  d'^  y 

Substituant  ces  valeurs  de  ~  et  de  —— -  dans  l'expression 

ctx  ctx^ 

connue  du  rayon  de  courbure,  on  trouve 


jD' =  — : — —  =z :,      donc     pzzrayartj. 

a-  rt' 


Mais 


2«j  =  v^GH  X  IH  =  MU , 


donc  le  rayon  de  courbure  est  double  de  MH,  et  puisque 
d'ailleurs  MH  est  la  normale  au  point  M,  on  aura  le 
centre  de  courbure  en  prenant  sur  la  direction  de  Mli 
un  point  N  tel  que  MN  =^  2MH. 

DÉVELOrPÉE    DE    LA    CYCLOÏDE. 

252.  Ce  résultat  donne  très-simplement  la  développée 
de  la  cycloïde. 

Soit  HNL  un  cercle  égal  au  cercle  OM,  tangent  au  point 
H  à  l'axe  A.r,  au-dessous  de  cette  droite;  menons  LE  pa- 
rallèle à  Aa:,  et  prolongeons  le  diamètre  CD  jusqu'à  sa  ren- 
contre en  E  avec  LE;  les  arcs  MH  et  NH  étant  égaux,  on  a 

arcNH  =  AH; 

d'ailleurs  arc  HNL  =  AD. 

Donc  arcNL^  AD  — AH  =  DH  =  LE. 

Ainsi  la  développée  de  la  cycloïde  est  engendrée  par 
le  mouvement  d'un  point  N  placé  sur  la  circonférence 
d'un  cercle  égal  au  cercle  OM,  mais  qui  roulerait  sur 
une  parallèle  LE  à  Kx ,  au-dessous  de  cette  droite,  et  à 
une  distance  de  celle-ci  égale  au  diamètre  du  cercle  mo- 
bile. Cette  développée  est  donc  une  cycloïde  égale  à  la 
première. 

On  peut  d'ailleurs  le  démontrer  sans  connaître  la  lon- 
gueur du  rayon  de  couibure.  En  elïet,  de  même  que  MCt 
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est  tangente  à  AMC,  en  M,  ]NH  ou  MN  est  la  tangente  en 
N  à  la  cycloïde  AINE.  Donc  cette  dernière  courbe  est  le 
lieu  des  intersections  successives  des  normales  consécu- 
tives à  la  cycloïde  ACA',  et  par  conséquent  elle  en  est  la 
développée. 

253.  On  peut  retrouver  le  même  résultat  par  le  calcul. 
On  a  

^  — i/^—i       ^'  — _f.. 
dx         y     y  '       rfar'  y^ 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  équations 

dy^        ,  .d'y 

•^  —  Ç  +  (j  — >3)^=0. 

La  première  équation  donne 

{y  —  y))— =  o     ou  bien     2.ay — a  (y — ïj)=o, 

ou  enfin 

(l)  y  =  —  n. 

On  tire  de  la  seconde  équation 


ou,  en  remplaçant y^  par  sa  valeur  et  transposant, 


ou  enfin,  en  faisant  passer  n  sous  le  radical  dont  le  signe 
doit  être  cbangé,  puisque  n  est  négatif. 


Substituant  les  valeurs  (i)  et  (2)  dans  l'équation  de  la 


cycloïdc . 

(3) 
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(l  —   )  

.c  =  fl  arc  fos ^ \  lav  — j\ 


1/^1 


ou  a,  pour  Téquation  de  la  développée, 

(4) 


n  arccos 


H-  V —  3/7yî  —  ■/)-. 


Supposons  maintenant  qu'on  prenne  pour  axes  les 
droites  Ex'  et  E^K  5  nommons  x' 
et  y'  les  nouvelles  coordonnées 
d'un  point  quelconque  N  de  la 
développée  :  puisque 


Fig.  45. 
I  Q       G  le 


^0 


7^      B         T 


L       B 


AD  =  7r«,     DE  =  2rt, 


j  on  aura 

?  =  AD  —  DI  =  7r«  —  ar', 
/i  =  NR  — IR=  )  '  — :2«. 


Substituant  ces  valeurs  de  |  et  de  r,  dans  l'équation  (4), 
l'équation  de  la  développée  par  rapport  aux  nouveaux 
axes  devient 


ou  bien 


n  arc  ces 


a    77  —  arc  ces 


y'?,  ay' 


y  ■> 


-^— )  —\lo.ay—y\ 


ou  enfin ,  comme  deux  arcs  supplémentaires  ont  des  co= 
sinus  égaux  et  de  signes  contraires, 


X  =  rt  arc  ces 


s/o.ny  — j'^ 


Cette  équation,  comparée  à  l'équation  (3),  montre  que 
la  développée  delà  cycloïde  est  une  cycloïde  égale,  placée 
par  rapport  aux  axes  Ex',  E)  ',  comme  la  propos(''o  par 
rapport  aux  axes  primitifs. 

1 .     2^  édition.  iG 
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LOJVGUEir.     DUW     AKC    DE    C\CLOÏUE, 

5254.  La  ligne  MN  double  de  HN  est  le  rayon  de  cour- 
bure correspondant  au  point  M  de  la  cycloïde  dévelop- 
pante, ou  la  tangente  menée  par  le  point  N  à  la  cycloïde 
ANE  développée  de  la  première.  De  plus,  au  point  A,  le 
rayon  de  courbure  est  nul  puisque  la  normale  MH  devient 
nulle  pour  ce  point.  Donc,  comme  un  arc  de  développée  est 
égal  à  la  différence  des  ravons  de  courbure  extrêmes,  on  a 

arc  AN  =  MN  =  2  NH. 

En  revenant  à  la  cycloïde  proposée,  on  peut  dire  que  l'arc 
CM  est  égal  à  2MG. 

Exprimons  maintenant  cet  arc  en  fonction  des  coor- 
données de  son  extrémité. 

On  a 

arc  CM  =  2  MG  =  2  y/a  rt .  MQ , 

ou  bien ,  puisque  MQ  =^  2 a  —  y. 


arc  CM  :=  2  y'4rt^  —  2  a/. 

255.  On  peut  encore  parvenir  à  ce  résultat  par  le 
calcul. 

En  effet,  soit  CM  =s  un  arc  compté  à  partir  du  som- 
met C-,  on  aura 


,/,=±</,-y/,+|i;. 

Or  on  a 

dx                  y 

dy         ^o.ay—y'' 

donc 

,,_+,     v/-.. 

\jo.a  —  1 

Mais  l'arc  CM  diminue  lorsque  r  augmente  ;  on  doit  donc 
prendre  le  signe  — ,  et  écrire 

V2«  /        / \ 

r/,v  =  —  dy  -  T=zd[i\ia  \jia  — y)  •> 

V  2  «  —  y 
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donc 

S  =  ■?.  y/?,  a  V  2  a  —  y  -\-C, 


ou  j  =  2y4rt-  —  2ar-\-C. 

C  est  une  conslanle  que  l'on  détermine  en  faisantj  =  •2a, 
lequi  donne  5  =  o  et  par  suite  C  =  o.  On  a  donc,  comme 
plus  haut, 

arc  CM  =  i\)/^a^  —  2/77. 

-256.   Si  l'on  suppose  j-^^  o,  on  aura 

arc  C  A  ^=-  ^n  , 

et  par  suite 

arc  ACA'  =  8/7. 

Ainsi  rare  enlierde  la  cjcloïde  est  égal  à  r/ualre  fois 
le  rlinmèlre  du  cercle  générateur.  • 

EXERCICES. 

1.  Quand  une  courbe  plane  C  roule  sans  glisser  sur  une  autre 
courbe  fixe  C,  chaque  point  du  plan  de  la  première  décrit  une 
courbe  dont  la  normale  passe  à  chaque  instant  par  le  point  de 
contact  de  C  et  de  C. 

2.  Discuter  la  courbe  engendrée  par  un  point  qui  se  meut  d'un 
mouvement  uniforme  sur  un  cercle  dont  le  centre  se  meut  aussi 
d'un  mouvement  uniforme  et  en  ligne  droite. 

3.  Le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  une  cycloïde  deux 
tangentes  formant  un  angle  droit  est  une  cycloïde  accourcie  (courbe 
du  n"  2,  quand  la  vitesse  du  centre  est  moindre  que  celle  du  point 
décrivant). 


»G, 
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COURBURE  DES  COURBES  PLANES. 

Expression  du  rayon  de  courbure,  quand  la  variable  indépendante  est 
quelconque.  —  Application  aux  coordonnées  polaires.  —  Théorie  de  la 
courbure  des  courbes  planes.  —  Identité  du  cercle  de  courbure  et  du 
cercle  osculateur.  —  Applications. 


EXPEESSION    DU    RAYON     DE    COURBURE    QUAND    LA    VARIABLE 
INDÉPENDANTE     EST     QUELCONQUE. 

257.    En  prenant  x  pour  variable  indépendante,  nous 
avons  trouvé 

dx- 


dx- 

Supposons   maintenant  que   x    et  j  soient   fonctions 
d'une  autre  variable  t,  et  cherchons,  dans  cette  hypothèse, 

l'expression  de  p.  On  sait  (92)  que  -j-  conserve  la  même 

forme,  et  que  — ^  doit  être  remplacé  par ' 

On  aura  donc 

dx- 


ou  bien 

(0 


dx  d  '^y  —  dyd'^x 
d.T^ 


[dx^-^df-y 

dxd'^y  —  dyd"^  X 


expression  dans  laquelle  les  différentielles  de  x  et  de  y 
sont  prises  en  regardant  t  comme  variable  indépendante. 
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Exemple.  —  La  cycloïde  est  représentée  par  lensemble 
des  deiix  équations 

.v^a[u  —  sin?f),      y=^a[i  —  cos«). 

De  là  on  déduit,  en  prenant  u  pour  variable  indépen- 
dante, 

r/jc  =  a  (  I  —  ces  u)du,      d-  X  =  a  sin  u  du?, 

df  =  as\nudu,  d^j  =  a  cosudu^. 

Par  conséquent, 

d.r-  -+-  dy-  ^  (i  —  2  COSH  +  cos-«  -\-  sin- h)  a  du-, 
dxd'^-y  — '  dy  d'^x  =  (cos«  —  cos-m  —  sin-«)  a'^dtû, 
ou  dx''  -\-  dy-  r=  2  (  I  —  ces  u  )  a''diû, 

dxd-y  —  dyd-x  =  —  (i  —  cosii)a-da^. 

Par  suite 

I  (i  —  cos uY  a^dii^ 


(  I  —  cos  u  )  a-  du^ 


2  a  V  2     I  ces  II 


y 

Or,  1 — cos«  =  -- 


Donc  p  ==  2  «  V  2  l /-  =  2  v^2  ay. 


expression  nu  rayon  de  cotjkbvre  en  coordonnées 

POLAIRES. 

2o8.   La  formule  (i)  conduit  à  l'expression  du  rayon 

Fig.  46.  de   courbure   au   point   M,    en 

fonction    des    coordonnées    po- 

A  \\  laires  de  ce   point.   Pour   cela, 

menons  par  le  pôle  deux  axes 

rectangulaires  Ox  et  Oj'.  Soient 

^'^  .rOA  =  a,      OV  =  x,      MP=J, 

OM  =  r,     MOA  =  9 , 

on  aura 

x  =  /-cos(9  —  a),      7  = /•sin(Ô  — a), 
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ou  en  posant,  pour  abréger,   9  —  a.  =  ù', 

X  =  r  cos  0',      r  =  r  sin  0' . 
De  là  on  tire,  en  observant  que  dô'  =  dO, 
clx  =z  dr  cos  9'  —  ?y/9  sin  Ô', 
dy  =  <//"  sin  9'  +  /-rfô  cos 9', 
d""  X  =  d'r  cos 9'  —  2.drd9  sin  9'  —  rdO"  cos  9', 
^/^j^  r/Vsinô'H-  o.drdO  cos9'  —  rr/g^  sin 9'. 

Ou  aura  donc 

d£-  H-  <:6^=  dr^  cos' 9'  H-  /^sin-gV/g--]-.^/-'  sin- 9'+/-  cos^O'de- 
—  dr- [sin'Q'  -{-  cos^9')  4-  r'dO' {sin-f)'  -^  cos''B'  ), 

et,  toutes  réductions  faites, 

(  2  )  r/.r  ■  +  dj-  —  dr''  ■+-  r^  dOK 

De  même  . 

dx  d 'j  —  dy  d'^  x 

=  (f//-cos9'  —  rd^  sin9')  ((/'r  sin9'4-  idid^  cos 9'—  /•<-/9-  sin 9') 
—  (f//- sin 9'H-  rdS  cosQ')  {d^rcosO'—  o.drd(i  sin9'  —  rdd' cosO') 
=  d'^r  [dr  sin  9'  cos 9'  —  /y/ 9  sin=  G'  —  rfr  sin 9'  cos 9'  —  rdO  cos' 9'  ) 

-+-  2dr''{dO  cos=9'  +  r/9  sin-9')  +  r=(sin'9'r/9^  +  cos-Q'd6'^) , 

ou,  en  simplifiant, 

(3)         dxd\r  —  <-(Kf/-x  =  'j.dr'd(l  —  rdOd'r-}-  r^dbK 

Substituant  les  valeurs  (2)  et  (3)  dans  la  fornuile  (1),  on 
pbtient 

(dr'-^r'dO'V 


2dr'dB  —  rd^rdQ  -+-  rUlB^ 


bien 

dr'V 

.  :^'-^di 

(4)  ?-~~ 


dr'  d-r 

^    dr        dO' 
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Ce  résultai  s'obtient  d'ailleurs  plus  simplemeiil  eu  fai- 
sant coïncider  l'axe  Ox  avec  OM.  Il  faut  faire  alors  a  =  9, 

et  l'on  a 

rlx  =  dr,      dy  =  rd^ , 

d^x:=L  d-r — rd9',      d- y  =  idrdO. 

259.  On  introduit  quelquefois,  au  lieu  du  rayon  vec- 
leui"  /■,  sa  valeur  invei\se  dans  rcxprcssion  du  rayon  de 
courbure.  Soit 


on  aura 


du  ^  2  du'  —  ud'^u 


H' 


Donc  on  a 


( 

I                1 

^   "*"   ^ 

da'\ 
■  d¥) 

1 

= 

(^ 

+ 

n' 

du'  \ 
dQ^I 

1 

+ 

2 

u" 

du' 
dO^-  ^ 

ud^  u 

—  2 

du' 

1 

u.- 

-f- 

1 

«5 

dUt 

u- 

u 

^dO' 

df)' 

nifin 


(5] 


2t)0.  Exemples,  i*^  Courbes  du  second  clegié .  L'éc^UA- 
uon  générale  des  courbes  du  second  degré,  rapportées  à 
l'un  des  foyers  et  à  l'axe  focal,  est 


On  aura,  dans  ce  cas, 


du  =  —  -  sin  Of/0,      du  —  -    -  ros  0/^/0", 

p  r 
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oi  la  formule  (  5  )  donnera 


1 


P  = 


i  -+-  e  ces  9)^ 


[I  -+-  c  ces  9        c  ~\ 
cose 
P                P  \ 


[\  -\-  "xr.  COS&  +  e^y 
OU  Dieu  0  =  /> ■ -— • 

'^  (i  +  r  cosô)" 

2"  Spirale  logarithmique  :  r  =  ae"   . 
On  lire  de  cette  équation  : 

f/r  „,f,  d-r        nidr 

—  =  mae  ^  =  wr,     — —  ^  — -—  =  in'r. 

r/Ô  r/52  r/Ô 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (4),  f^n  a 

/•'(i  -h  m'] 
ou  bien 

f^  ^  r  y'  I  -t-  iii'^. 

Soient  MK  la  normale  et  OK  la  sous-normale  du  point 
considéré.  Le  triangle  rectangle  KOM  donne 


MK  =  V  OM   +  OK  =  y//-  -+-  r'  lany^OiMK. 
Or,  on  a  tang OMK  =  cot OiMT  =  m , 

donc  MK  =:/•  V  I  +  w^  =  f^- 

Ainsi  1  extrémité  K  de  la  sous-normale  est  le  centre  de 
courbure. 

Pour  trouver  l'équation  de  la  développée,  prenons  un 

l^'S-  ''17-  nouvel  axe  polaire  OB,  incliné 

\\  d'un  angle  a  sur  le  premier.  K 

,j,  étant  l'un  quelconque  des  points 

K^-— '         .      »        ^       du    lieu,     soient    OK  =  /'    et 

■C-^raf\  KOB  =  6'  :  on  aura 
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tuais  ô'-h  a  =  Ô  4- -;  clone  l'équation  de  la  développée 


sera 


ou 


bien 


III  a  e 


mO'  ■ 


r'  =  ne'  ^  X  me 


(«-^) 
„(.-.) 


Comme  a  est  arbitraire,  déterminons  celle  quantité  de 
telle  sorte  que  l'on  ail 

i        ^^ 

m  \  en  —  —  I 
me     \         ^  ^  =  . , 

ce  qui  donne 

/  t:  \  iz         \m 

\in  -\-  m  \y. ==  o  ,      ou      «  = : 

\         ij  1         m 

l'équation  de  la  développée  deviendra 

r   z=  ae       > 

ce  qui  montre  que  la  développée  est  une  spirale  loga- 
rithmique égale  à  la  première,  mais  différemment  placée . 

DE  LA  COURBURE  DES  COURBES  PLANES. 

261.  On  doit  considérer  la  courbure  d'une  circonfé- 
rence comme  étant  la  même  en  tous  ses  points,  et  d'au- 
tant plus  grande  que  son  rayon  R  est  plus  petit,  ou  que 

la  valeur  inverse  -  est  plus  grande.  Il  est  donc  naturel  de 

prendre  -  pour  mesure  de  la  courbure  du  cercle. 

Oji  conçoit  mieux  cela  si  Ton  considère  un  cercle  tan- 
gent à  une  droite  en  un  point,  et  que  l'on  éloigne  de  plus 
en  plus  le  centre  sur  la  perpendiculaire  à  cette  droite  en 
ce  point.  Le  cercle  mobile,  dans  une  de  ses  positions,  seia 
compris  entre  la  droite  fixe  cl  le  cercle  précédent,  et  par 
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conséquent  il  s'approchera  d'autant  plus  de  la  droite,  que 

son  rayon  sera  plus  grand. 

Soient  MT  ei  M'T'  deux  tangentes  à  une  circonférence 
dont  le  rayon  MK  est  égal  à  E, 
et  soit  H1M'=  w.  On  aura 

arc  MM'  =  Rw, 

puisque  l'angle  MKM'  est  égal 
à  HIM'^  donc 

I      0) 

R        aiciMiU' 


Ainsi  la  courbure  d'un  cercle  est  égale  à  l'angle  de  deux 
laiigentOs  divisé  par  l'arc  compris  entre  les  points  ôc 
contact. 

262.   Considérons  maintenant  une  courbe  quelcontpie 

ClMM'U.  C  étant  un  point  fisc  pris  sur  cette  courbe,  soient 

CM  =  5,    MAi'  =  A5-,  T  l'angle  MTx,   t' l'angle  MTx, 

formés  par  les  tangentes  MT  et  M'T'  avec  Ox,  et  At  la 

ditlercnce  de  ces  angles,  c'est-à-dire  l'angle  HIM'. 

At 
Si  la  courbe  était  une  circonférence  de  cercle,  —  serait 

Ai' 

fu;    lit  sa  courbure  au  point  M,  et  ce 

rapport  serait   indépendant  de 

A.s.  Quand  la  courbe  est  quel- 

1  ^T 

conque,  le  rapport  — •»  qui  va- 
rie avec  As,  est  appelé  la  cour- 
hure  moyenne  de  l'arc  MM',  et 
l'on  nomme  rayon  de  courbure 
moyenne  le  rayon  d'un  cercle  dans  lequel  les  tangentes 
menées  aux  extrémités  d'un  arc  égal  à  As  font  entre  elles 

un  anale  éiial  à  A~,   Le  ravon  de  ce  ccirle  est  -— • 

Snpi)nson&  maintenant  fine  le  point  M'  se   rap))roclir 
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AT 

Â7 


At 
iudétiniment  du  point  M  :  le  rapport  —  convergeia  vers 


— ,   qui  sera  dit  la  courbure  de  la  coiirhe  au  point  M. 
ds       ^  ' 

Concevons  un  cercle  ayant  la  même  courbure,  et  soit  p 
son  rayon  :  on  aura 


dr 

ds 



ou 

r. 

ds 

dr 

Si  l'on  prend  sur  la  partie  intérieure  de  la  normale  une 
longueur  MK  =  o,  le  cercle  décrit  du  point  K  comme 
centre  avec  MK  comme  rayon  sera  le  cercle  de  courbure, 
le  rayon  et  le  centre  de  ce  cercle  seront  le  rayon  et  le 
centre  de  courbure  correspondant  au^oint  M. 

On  appelle  angle  de  contingence  l'angle  Jt  formé  par 
les  tangentes  menées  aux  extrémités  d'un  arc  infiniment 
petit.  On  peut  donc  dire  que  la  courbure  d'une  courbe  est 
égale  à  l'angle  de  contingence  divisé  par  la  différentielle 
de  l'arc. 

IDENTITÉ  DU  CERCLE  DE  COURBURE  ET  DU  CERCLE 
OSCULATEUR. 

263.  Le  cercle  de  courbure  est  le  même  que  le  cercle 
osculateur,  déterminé  par  la  théorie  des  contacts 5  en 
edet.  on  a 


<l- 

, (                 dr \                 dx 
—  d  1  in"  tin"        1  — 

(il- 

ds 

1      <y'  (      'h" ' 

dr 

dx 

aSa  COURS  d'analyse. 

ou 


(j'y 

dx- 

ce  qui  montre  bien  que  p,  ou  le  rayon  de  courbure,  est, 
égal  au  rayon  du  cercle  osculaieur,  et,  par  suite,  que  le 
cercle  de  courbure  se  confond  avec  le  cercle  osculateur. 

SG^.  On  peut  démontrer  ce  théorème  par  la  géométrie. 

Soient  MK  et  M'G  {fig.  49?  P-  ^So)  les  normales  en  Met 

en  M/  à  la  courbe  donnée  ;  G  leur  point  d'intersection, 

et  MK  le  rayon  de  Qpurbure  au  point  M.  Joignons  MM' 5 

on  a 

MG  :  MM'  =  sin  MM' G  :  sin  G, 

„    ,  MM' sin  MM' G 

d  où  MG  = 


sin  G 


ou  bien 


MM'  G  arcMM'         .    ^„,,^ 

MG  = — —  X  -.-^  X  — 7; —  X  sm  MM' G. 

arc  MM'        smG  G 

A  la  limite,  quand  le  point  M'  vient  coïncider  avec  M, 
la  droite  MM' devient  tangente  :  par  suite  l'angle  MM'G 
devient  droit ,  et  son  sinus  a  pour  valeur  l'unité.  On  a 

d'ailleurs 

MM'  ,.        G 

lim  — — ,  =  I,      lim  -^—7  =  I, 

arc  MM'  smG 


dont 


arc  MM'       ,.      A^        ds 

=  lim  =::    — 

G  At        dz 


lim  MG  =  ^  =  MK. 

dz 


Ainsi  le  centre  de  courbure  K  est  l'intersection  de  deux 
normales  infiniment  voisines  :  donc  il  se  confond  avec 
le  centre  du  cercle  osculateur  5  et  par  suite  le  rayon  de 
courbure  (262)  est  aussi  le  rayon  du  cercle  osculateur. 
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265.  Nous  avons  démontré  ridentité  du  rayon  de 
courbure  et  du  rayon  du  cercle  osculateur,  en  déduisant 
la  valeur  de  ce  dernier  de  celle  du  rayon  de  courbure  : 
nous  pouvons  parvenir  au  même  résultat  en  suivant  une 
marche  inverse,  c'est-à-dire  en  déduisant  la  valeur  du 
rayon  de  courbure  de  celle  du  rayon  du  cercle  osculateur. 

En  effet ,  le  rayon  du  cercle  osculateur  au  point  M  est 

,_^^y         ^± 

dx^ I  !  dy-  dx 

'     —  ,/,r  i/  I  +    -^     ■ 


d'y  y  ^^^'  ^y^ 

d^  '  '^  d^^ 


Or, 


•^v 


d}-  I 

I  -f-  -^  =  sJdx-  -h  dy-  =  ds, 
dx- 


dy 

dx 


df- 


./ (arc tang^)  ==./.. 


DoiK 


ds 


EXPRESSION    DU    RA.YOM     DE    COURBURE    EN    COORDONNEES 
POLAIRES. 

266.  Pour  obtenir  l'expression  du  rayon  de  courbure 
en  coordonnées  polaires,  nous  partirons  de  la  formule 

p=  —-'  Soit. p.  l'angle  que  la  tangente  au  point  M, fait 

avec  le  rayon  vecteur  :  on  aura 

Fig.  5o.  7vf9 

mais 

a  =  T  —  6. 

Donc 

(0  ^"'(^-^)  =  7^=. 


û54 

on  eu  déduit 
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Ih  ~  dr  l\    (h  \         ilx  .      ,  dix    di\ 


sin'(T— 0)  \r    d^J        df) 

Mais  l'équation  (i)  donne 

sin^fr—  9)  = 


Donc 


I    dr 


1    dr  y         d    {  i    dr  \ 

dr      ^~^  [T-'do)  ~  doxT'T/^) 


d(i 


I  ^- 


I    dr 

7'dQ 


D'ailleurs  nous  avons 


ds  =  \/dr--hr'dO'  =  r  K/-^  + 


r/G= 


ou  bien 

(3) 


ds 
d9 


I    dr 
T"dQ 


Donc,  en  divisant  l'équation  (3)  par  l'équation  {'à),  on 
aura 


ds 


dr'' 


/•'  -f-  2 


dr^  d'r 


dO^  dQ' 

formule  déjà  trouvée  (n"  258). 

267.   Appliquons  ce  résultat  à  la  spirale  logarithmique 


„niO 


Soient  MO  =  r  et  MOL  =  6  les  coordonnées  polaires  du 
point  M.  On  a 


ds=  s/dr'+  r'dB' 


=  ''"  \/' 


dr' 

d¥' 
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,  .  ,  ,     dr 

i\\\  bien  ,  cl  cause  uc  --  =:  m/', 

''S-  ^'-  Maintenant  on  a,  en  posant 

\  l'angle  OMT  =  fx, 

'^-^ / — ^,  Or,    clans    la    spirale    logarith- 

v^  mique,  fx  étant  constant,  puis- 


que tang  ^=  —i  on  a  (il  =  dû . 


Par  suite 


P  =  ^  =  ''^'"^"''' 


comme  on  l'a  déjà  trouvé  (u"  260,  2"). 


EXERCICES. 

Rrnnns  de  courbure  des  courbes  suivantes 


\.  3r/r-  =  2,r' 


3«' 


'2-  y=  -\   c  ,        c]       p  =  ' — 

'X  \e    ~\-e         / ,       '        ic 

■^  3    3±:2C0S^I 


4 .  /•  '  =  à^  COS  2  0 ,  P  =  -:; — 

'        ir 


•  56 
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DES  COURBES  A  DOUBLE  COURBURE. 

Equations  de  la  tangente.  —  Angles  de  la  tangente  avec  les  axes  de  coor- 
données. —  Plan  normal.  —  Différentielle  d'un  arc  de  courbe.  —  Limite 
du  rapport  d'un  arc  à  sa  corde. 


ÉQUATIONS    DE    LA    TANGEKTE. 

268.  On  appelle  courbes  à  double  courbure  celles  dont 
tous  les  points  ne  sont  pas  dans  un  même  plan. 

Une  courbe  à  double  courbure  est  représentée,  comme 
on  sait,  par  deux  équations 

(2)  m{x,  y,  z)  =  o, 

([ui  appartiennent  à  deux  surfaces  dont  celte  courbe  est 
l'intersection. 

On  clioisit  ordinairement  pour  surfaces  auxiliaires  des 
cylindres  parallèles  aux  axes,  et  alors  la  courbe  est  re- 
présentée par  deux  équations  dont  chacune  ne  renferme 
que  deux  variables. 

269.  Pour  obtenir  les  équations  de  la  tangente  menée  à 
une  courbe  par  un  point  M,  nous 
chercherons  d'abord  les  équa- 
tions d'une  sécante  MM'.  Soient 
X,  j",  z,  les  coordonnées  du 
point  M,  et  x-{-Ax,  >  H-A>, 
z  -\-  Az,  celles  du  point  M'.  Les 
équations  de  la  sécante  MM'  son  l 


Fig.  5î 


X,  Y,  Z  étant  les  coordonnées  courantes. 
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Oi*,  si  le  point  M' se  rapproche  indéfini  nient  du  point 
M,  la  sécante  MM'  devient  à  la  limite  tangente  à  la  courbe 

au  point  M,  les  coefficients  angulaires  — -,   — tendent 
^  "  \.x      Aj: 

dy         dz  ,,  ,         ,  . 

vers  —  et  —-,  et  1  on  a  Jes  équations  de  la  tangente, 

dx  dx  ' 

^   dy        dz  1         1  .   •     .        1  1 

OU  —  et  —  sont   Jes  dérivées  de  y  et  de  z  par  rapport 

à  x^  en  les  divisant  membre  à  membre,  on  a  l'équation 
de  la   projection  de  la  tangente  sur  le  plan  yz  ^ 

La  forme  de  ces  équations  montre  que  la  projection  de 
la  tangente  sur  chaque  plan  coordonné  est  tangente 
à  la  projection  de  la  courbe  sur  ce  plan ,  ce  qui  résulte 
d'ailleurs  de  ce  qu'au  moment  où  le  point  M'  se  réunit 
au  point  M,  le  point  P'  se  réunit  au  point  P. 


dy  dz  . 
-i.  et  —  s 
dx       dx 

par  la  différentiation  des  équations  (i)  et  (a),  qui  donne 


270.  Les  coefficients  différentiels  -^  et  —  s'obtiennent 

dx       dx 


dx        dy     dx        dz      dx  ' 

I   dtsj         dy     dy         df      dz 
dx        dy     dx        dz      cix 


En  tirant  de  ces  deux  équations  les  valeui-s  de  —et de 


dz 


dx 


itz 

—  5  et  les  substituant  dans  les  équations  (a),   on  aurait 

les  équations  de  la  tangente.   Mais   il  ie\ient  au  même 


'^58  cui'us   I)  akalysp:. 

,,.,..  (l  y        dz  -.  ,  .  ,    .         ,     , 

d  ehmmer  —  et  —  entre  les  ciiialre  equalioiis  (a)  et  (a). 
d.T       dx  \    I        \    I 

Or,  de  [a)  on  tire 

dy        Y  —  y        dz        Z  —  z 
dx        X  —  .r         dx        X — X 

Substituant   ces    valeurs   dans    les   équations   (a),    on    a 
enfin 

On  obtient  donc  les  équations  de  la  tangente  en   rempla- 
çant, dans  les  équations  difféi-entielles, 

df   ,  df  ^         df  ^ 

dx  dy  dz 

do  dm  d(o 

—^  dx  -t-  —^  dy  -^  —-  dz=zo, 

f/x  dy  dz 

les  différentielles  r/jr,  dy  et  dz  par  les  différences  X. —  x, 

Y-r,Z-z. 


ANGLES    DE    LA    TANCEATE    AVEC    LES    AXES. 

271.  Supposons  maintenant  que  les  axes  soient  rectan- 
gulaires, et  nommons  a,  ê  et  y  les  angles  formés  par  la 
tangente  avec  les  trois  axes  coordonnés  Ox,  Oj  et  Oz. 

Dans  le  trapèze  MPP'M',  dont  les  côtés  parallèles  sont 
MP  =  z  etMT'  =  z  4- Az,  menonsMH  parallèle  à  PP'. 
Soit  y'  l'angle  MM'H,  c'est-à-dire  l'angle  que  la  sécante 
MM'  fait  avec  l'axe  Oz.  Le  triangle  rectangle  MM'H 
donne 


y/A.i-H- Aj'  +  Aj 
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Si  f  est  la  variable  indépendante,  on  peut  écrire 


Â7 


C057 


^ 


Or,   quand  M' vient  se  confondre  avec  le   point  M,  la 
sécante  devient  tangente,  y'  devient  y,  et  Ton  a 


(Iz 


cos  7 


dj^      (i-r- 
dF'^dr' 


bi< 


riz 
cos  7 


\^'(ix-  -f-  f(r'  +  dz^ 

Si  dz  est  ^  o,  c'est-à-dire  si  z  croît  avec  la  variable 
indépendante  f,  on  a  cosy^o  ety<^-;  si,  au  conlraire, 

(Iz  est  <^o,  on  a  cosy<^o  et  y^-- 

On  trouve  de  même  cos  a  et  cos  (3  ,  de  sorte  que  les 
trois  angles  cherchés  sont  donnés  par  les  formules 

dx 


cos  6 


cos  7 


c?z 
v/^/.r'  +  r(}'2  -+-  dz' 


Si   l'arc  infiniment  petit  MM'  est  désigné  par  r/v ,  on 
aura,  comme  nous  le  verrons  bientôt  (n"  275) , 

ds  =  \  dx'^  -\-  dy  ~\-  rfz-, 
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et  les  formules  précédentes  deviendront 


[d) 


dx 


(Ir 


dz 


— ,      ros7  =  — 
ds  ds 


PLAN    KOBMAL. 


272.  Le  plan  normal  à  la  courbe  CM  est  le  plan  per- 
pendiculaire à  la  tangente  MT,  mené  par  le  point  M.  En 
nommant  X,  Y,  Z  les  coordonnées  courantes,  l'équation 
de  ce  plan  sera  de  la  forme 

A(X  — .r)  4-B,  Y  — j)-FC(Z  — z^i=o. 
Les  équations  de  la  tangente  MT  étant 


Y  — r 


dx 


;x 


Z-z==  — (X-.r), 
dx 


pour  que  le  plan  soit  perpendiculaire  à  celte  dioile,  il 
faut  que  l'on  ait 

B  _  dx        C  _  dz 

A         dx        A        dx 

ce  qui  donne  pour  l'équation  du  plan  normal 

{e)  (X—  T)dx-\-  (Y  — j)f/) •+  {Z  —  z)dz=o. 

273.  Voici  un  autre  moyen  d'obtenir  cette  équation. 
Soit  N  un  point  quelconque  de  ce  plan  5  appelons  X, 
"Y,  Z  ses  coordonnées,  et  a',  (i',  y',  les  angles  que  fait  MJN 
Fjjj  5:^.  avec  les  axes  Ox,  O)  ,  Oz.  On  a 

,  X— .r 


%^ 


cosB' 


AIN 

MIS 
Z  —  z 


Si  a,  |3,  y  sont   les  angles   que  fait  la  tansjenle  iMT  avec 
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les  axes,  on  a  [formules  (^i)] 

dx  dy  dz 

cosa=-— 5        cos8  =  — -^       COS7  =r  —  • 
ds  '         ds  ds 

Or,     cos  TMN  =  cos  x  cos  a'  -h  ces  p  ces  [i'  -|-  cos  7  ces  7' . 

D'un  autre  côté,  on  doit  avoir  cos  TMN  =  o,  puisque 
l'angle  TMN  est  droit;  l'équalioti  du  plau  normal  est 
donc 

X  —  .T    dx        Y  —X    dy        Z  —  z     dz 
iMN     "dJ  "* 


;=  o. 


i\l>i        ds  lAliN       ds 

ou  [X  —  x)dx-+-{Y  — 7 )  df  -^  [Z  —  z)  dz  ^  o 


DIFFÉKEJSTIELLE    DE    L  ARC    d'uWE     COLRBE    A    DOIBLE 
COLRBURE. 

274.   Prenons,  d'une  manière  arbitraire  et  en  nombre 
quelconque,  des  points  E,  F,...,  M,  M',  etc.,  sur  l'arc  de 
'^'  ^  '  courbe  CMD  et  considérons 

le  polygone  gaucho  CEF... 
MM'...D,  inscrit  dans  l'arc 
CiNlD.  Je  dis  que  le  péri- 
mètre de  ce  polygone  tend 
vers  une  limite  déterminée 
quand  ses  sommets  se  lap- 
pi'ochenl  tous  indéfiniment 
les  uns  des  autres,  en  même  temps  que  leur  nombre  aug- 
mente jusqu'à  l'inGni;  après  Tavoir  démontré,  nous 
conviendrons  de  prendre  celle  limite  pour  la  longueur 
de  l'arc  CD. 

Soient  donc  x^  y,  z  les  coordonnées  de  l'un  quel- 
conque des  sommets  M,  et  x-h  A x,  y  -+-  A 7,  z  -i-  Az 
celles  du  soiumet  suivant  M':  on  a 


]\1M'==  VAi'  +  ^j'-(-  ^z'—.S.r 


v/-(^)- 


\z 
^.r 
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Donc,  si  nous  désignons  par  P  le  périmètre  du  polygone, 


01    Ax  décroît   luscru  a  o,    -^  «.t    —  tendent  vers  -^ 


dz  ,,  ,      . 

et  —-  7  et  1  on  peut  écrire 

dx  ^ 


a  étant  une  fonction  qui  s  annule  avec  Ax.  De  là  résulte 


p=2^V'-"(S 


dz 
dx 


-1 


cS.r  . 


Mais,  d'après  un  principe  démontré  (n"  16),  on  a 


hm  y  loL^x]  =  o. 


donc 


idy,-        /dz 


V 


Supposons  maintenant  que  x  soit  la  variable  indépen- 

,  .         dr     dz  I         (dry       (dz  y 

dame;  alors-,  -   et   \^  ^ -^  \^,)  -^  \j,)  '  pouvanl 

être  regardés  comme  des  fonctions  de  j:,  considérons, 
dans  un  système  de  coordonnées  rectangulaires  ,  la 
courbe  ^qui  a  pour  équation 


Soient  Og  =  rt,  O//.  =  ^  5  on  aura,  en  supposant  que  x 
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varie  depuis  a  jusqu'à  b  . 


^G^ 


^bW 


dz 
TU: 


=  ^[T^.r:). 


Fig.  55. 


in       Q    9    h 


Or  ^(YAx)  a  pour  limite  Taire 

cfgh  :  donc  la  limite  de  P  et 
l'aire  efgh  sont  exprimées  par  le 
même  nombre.  C'est  ce  nombre 
qui  représente  la  longueur  de 
i  l'arc  CD. 

275.   Soit    maintenant    arcCM  =  .v.    Si  O  q  =  .r ,  on 
aura  numériquement 

arc  CM  =  aire  t./nfjg, 
par  conséquent 


ds 


[aire  rniqg)  =  r/r  i/   ,  +  (  -^ 


dy 


(Is  ■=  \  dr-  -h  d  y'  -+-  dz-. 
LIMITE    DU    RAPPORT    d'uJV    ARC    A    SA    CORDE. 

276.  On  conclut  facilement  delà,  comme  nous  l'avons 
déjà  démontré  pour  les  courbes  planes  ,  que  la  limite  du 
rapport  d'un  arc  à  sa  corde  est  runilé.  En  efl'et,  soit 
l'arc  !MÎM'  =  A5,  on  a 

arc  MM'  A.v  Ax 


MM'  y'A^'^-h  Aj'-i-  A; 

Mais  le  numérateur  et  le  dénominateur  du  deinier  membre 


"  s/' 


A)-  Y       1  \z 

Ax  \  A  .r 


ml  pour  limite  commune  v/  '  +  '  y"  )   "+"  (  7"  )    •  ^*^"< 


..     arc  MM' 

im — -  =  I 

MM' 


264 


COURS     D  AKAI.YSF,.      » 


VINGT-QUATRIÈME  LEÇON. 

o 

DES  SURFACES  COURBES  ET   DES  LIGNES  A  DOUBLE 
COURBURE. 

Kquation  du  plan  tangent.  —  Équations  de  la  normale.  —  Degré  de  l'équa- 
tion du  plan  tangent.  —  Problèmes  relatifs  aux  plans  tangents.  —  Plan 
osculateur.  —  Angles  du  plan  osculateur  avec  les  plans  coordonnés.  — 
Normale  principale. 


ÉQUATION    DU    PLAIN'    TAKGEKT. 

277.    Soit  M  (x,  j,  z)  un  point  quelconque  d  une  sur- 
face représentée  par  Téquation 

(0  f{^,  J,  -)  =o  : 

on  peut,  par  ce  point,  imaginer  une  infinité  de  courbes 
tracées  sur  la  surface.  Toutes  les  tangentes  à  ces  courbes 
menées  par  le  point  M  sont  contenues  dans  un  même  plan, 
que  nous  appellerons  le  plan  tangent  de  la  surface  au 
point  M. 

En  eOel,  soit 

(2)  (p(.r,j,s)=0 

Téquation  d'une  nouvelle  surface  passant  par  le  point  M. 

L'intersection  des  surfaces  (i)  et 
(2)  est  une  courbe  CMD,  située 
sur  la  surface  (i)  et  dont  la  tan- 
gente MT  au  point  M  est,  d'a- 
près ce  que  nous  avons  vu  dans 
la  leçon  précédente,  représentée 
par  le  système  des  deux  équa- 
tions 


(4) 


dx 

(ha 


l<^  — . 


ch 


dx  dy 


y    ^- 


d(s 


;Z-3)  =  o, 


/  — 
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Or  Téqualiou  (3),  considérée  isolément,  représenie 
un  plan  qui  passe  toujours  par  la  tangente  MT,  quelle 
que  soit  cette  tangente  ,  puisque  l'équation  de  ce  plan  ne 
dépend  nullement  de  la  fonction  :;>.  Donc  toutes  les  tan- 
gentes menées  à  la  surface,  par  le  point  M,  sont  conte- 
nues dans  le  plan  (3),  qui  est  le  plan  tangent  à  la  sur- 
face au  point  M. 

ÉQUATIONS    DR    LA    NORMALE. 

278.  On  appelle  normale  à  la  surface  en  M  la  perpen- 
diculaire menée  par  ce  point  au  plan  tangent.  Cette  droite, 
passant  par  le  point  M  {x,  y,  2),  aura  deux  équations  de 
la  forme 

Y  -r=b{Z-z). 

Pour  déterminer  a  et  b  ^  remarquons  que  cette  droite 
est  perpendiculaire  au  plan  tangent  dont  l'équation  est 

<"'        ;^(X-..)+'|{Y-.v)  +  f(Z-.)  =  o, 

ce  qui  exige  que  l'on  ait 

d.r     (Iz  dy     dz 

De  là  il  suit  que  les  équations  de  la  normale  sont 

équations  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

X-.r_Y-j    _Z  — z 

'IL  ~   '£   ~  '^I 

d.r  dy  dz 
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279.  On  peut  donner  à  l'équalion  du  plan  tangent  et 
à  celles  de  la  normale  une  autre  forme.  En  regardant  z 
comme  une  fonction  de  x  et  de  7  ,  appelons  p  et  q  les  dé- 
rivées partielles  de  z  par  rapport  à  .r  et  à  j^,  c'est-à-dire 
posons 


dz 

(h 

-  V- 

En 

ditlérenliant 

l'équation 

/(■^,  J, 

z)  = 

=  0 

successivement  par  rapport  a  x,  puis  par  rapf>orl  a  y,  on 
aura 

f/.r  -h  —  dz  =  o  ,      —  dv  -H  —  fi^z  =  o  ; 
dx  dz  dy  dz 

doù  1  on  tire 

^'  dx' dz'       ''  dy' dz' 

Alors  l'équation  du  plan  tangent  [a)  pourra  se  mettre 
sous  la  forme 

/.  (X  —  .r)  4-  y  (  Y  —  r  )  —  (Z  —  3)  =  o  , 
ou  encore 

et  les  équations  (/^),  qui  représentent  la  normale^  devien- 
dront par  la  substitution 

X  —  X  -^p['L  —  z)  =  o, 
Y  —  .r  +  ,i[Z  —  z)  —  o. 

218O.    Si  l'on  nomme  a.  |3,  y  les  angles  que  la  normale 
fait  avec  les  axes,  on  aura 


ros  «  -= z=JL=^  -      «os  p  — ,  '      <"s  7  - 


V7>'-f'/M-i  vV-  +  7'-l-i  s//''  +  7M-ï 
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UEGRÉ     DE     l'ÉQLATIOJV     DU     PLAN    TAJVGEJVT,     PAR     IIAI-PORT 
AUX    COOliDOWIVKES    DU     POINT    DE    CONTACT. 

281.   L  équalioii  «lu  plan  langent  peut  se  mettre  sous  la 
("oime 

dx  dy  dz  dx       "    dy  dz 

Si  l'équation  de  la  surface  est  algébrique  et  du  degré  ///. 

les  dérivées  -,-?—-  j  —  sont  des  fonctions  algébriques  du 
dx     dj     dz 

degré  m  —  i.  Le  premier  membre  sera  donc  une  fonc- 
tion du  degré  m  —  i  des  coordonnées  du  point  de  con- 
tact. Quant  au  second  membre,  il  semble  êtie  du  degré 
ni  par  rapport  à  ces  coordonnées  ;  mais  on  peut  le  réduire 
au  degré  m  —  i,  en  tenant  conipte  de  l'équation  de  la 
surface. 

En  efïel,  soit 

/'(./•,    Y ,  z)  =  «  -I-  u,  4-  «2  -h  .  .  .  , 

n  leprésentant  la  somme  des  lermes  (jU  degié  ///,  /<,  cc-lle 
des  termes  du  degré  ///  —  i,  u-^  celle  d(îs  termes  du  degré 
m  —  'i. .  et  ainsi  de  suite   :  on  a 

df        du       du,        du-, 

-f  =  -7--f--7-H--T-  -^...  , 
dx        dx        flx         dx 

df  du  (lu,  du., 

dy  dy  rly  dy 

df  du  du,  du  2 

dz  dz  dz  dz 

Si  1  on  multiplie  ces  équations  respectivement  jjar  x^  y 
et  z,  et  qu'on  ajoute  les  résultats,  on  aura 

df  df  df       /     du  du  du  \ 

dx      -^  dy  dz        ^      dx       -^  dy^     dz  ) 

du,  flu,  du,  \         (    duj  du-i  du. 

X  — .  -}-- V       -     'r  z -f      X (-  ;- -i-  z 

dx  dy  dz  j         \     dx        "    dy  dz 
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ou ,    d'après   une    propriété    des    fonctions    homogènes 

(n«  178), 

^V         <lf         (If 

■'^-7--^-r-r-^^-i'-=  '»u  ■\-   w  —  i)  «I  +  f  w  —  2)  //,-!-  ... 

clx  dy  dz  \  I  \  I         < 

=  w  ( M  H-  «,  +  /^2  -f-  ,  .  .  )  —  w,  —  -iUi  —  3  «j  — .... 

Mais  le  point  (x,  y,  z)  étant  sur  la  surface,  on  a 

«  H-  Ki  -I-  «2  +  .  .  .  =  o  ; 
donc  Téquation  précédente  devient 
df  df  df 

^  ;7-  -(- J  -7-  +  ~  —  =  —  M,  —  2  «,  —  3  «j  —   .... 
dx  dy  dz 

Il  en  résulte  que  l'équation  du  plan  tangent  se  réduit  à 

j-  X  H-  --  Y  +  -r  Z  H-  /f ,  H-  2  «2  +  3  «3  H-  . .  .  =  o , 
dx  dy  dz 

équation  qui  est  du  degré  m  —  i  par  rapport  aux   coor- 
données du  point  de  contact. 

PROBLÈMES    RELATIFS    AU    PLAN    TAKGEKT. 

282.  Mener  par  un  point  (a,  b,  c)  un  plan  tangent, 
à  une  surface.  On  aura,  pour  déterminer  les  coordonnées 
X,  j,  z  du  point  de  contact ,  les  deux  équations 

N  (If  ,  àf  df 

\1]  r?-—  +  i -— +  c---f-«,-f-2w,  +  .  .  .  =0. 

dx  dy  dz 

Comme  on  a  trois  inconnues,  le  problème  est  indéter- 
miné, ce  qu'il  était  facile  de  prévoir.  L'ensemble  des 
équations  (i)  et  (2)  j-eprésenle  le  lieu  des  points  de 
contact.  Les  droites  qui  joignent  le  point  («,  h  ^  c)  aux 
flifférenls  j)oints  de  contact  forment  un  cône  circonscrit  à 
la  surface,  dont  mi  obtiendra  l'équation  en  éliminant  .r, 
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)',  z  entre  les  équations  (i),  (2)  el  les  suivanles  : 
X  —  «       Y  —  f>       Z  —  c 


'3) 


Y  —  b        z  —  c 


qui  repiésenteul  l'une  quelconque  des  génératrices. 

Si  la  surface  proposée  est  du  deuxième  degré,  la  courbe 
de  contact  sera  plane,  car  l'équation  (2),  qui  est  satis- 
faite par  les  coordonnées  des  points  de  contact ,  est  alors 
du  premier  degré,  et  représente  un  plan. 

283.  Mener  un  j)lan  tangent  à  une  surface  el  paral- 
lèle à  une  droite  donnée.  Soient 

X=oZ,      Y  =  bZ 

les  équations  de  la  droite  donnée  :  il  faut  que  le  plan  tan- 
gent transporté  à  l'origine,  et  dont  l'équation  est  alors 

df  df  df 

(IX  dy  dz 

contienne  la  droite,  ce  qui  entiaîne  la  relation 

Celle  équation  représente  une  surface  qui  passe  par  tous 
les  points  de  contact,  el  avec  l'équation  (1)  elle  constitue 
la  courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  dont  les  gé- 
nératrices sont  parallèles  à  la  droite  donnée. 

Si  l'équation  (1)  est  algébi'ique  et  du  /w'^""'  degré,  l'é- 
quation (4)  sera  du  [m  —  i)'^"""  degré.  Donc  la  courbe  de 
contact  d'un  cylindre  circonscrit  à  une  surface  du  second 
degré  est  plane. 

On  aura  l'équation  du  cylindre  circonscrit  en  élimi- 
nant .r,  y,  z  entre  les  équations  (i),  (4)  et  les  suivantes  : 

X-^=rrt(Z  — z),     Y-,r  =  /.(Z  — c), 

qui  représentent  une  droite  paiallèle  à  la  direction  don- 
née cl  passant  par  un  point  de  la  covnbe  de  contact. 
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Pl.AN     OSCLI.ATEUK. 

284.  Soit  CML  une  courbe  quelconque  dans  l'espace. 
Soient  M  et  M'  deux  points  assez  rapprochés  sur  cette 
courbe.  La  tangente  MT  à  la  courbe  au  point  M  et  le 
point  M'  déierminent  un  plan.  On  appelle ^/a«  oscillateur 
la  limite  du  plan  MTM',  quand  le  point  M'  vient  se  con- 
fondre avec  le  point  M. 

On  peut  encore  dire  que  le  plan  osculateur  au  point  M 
est  le  plan  qui  passe  par  le  point 
M  et  par  les  deux  points  m  et 
M'  voisins  du  point  M  sur  la 
courbe,  quand  ces  deux  derniers 
points  viennent  se  confondre 
avec  M. Celte  définition  s'accorde 
avec    la    première,    puisque  la 

la  ligne  M//i  tend  à  devenir  tangente  au  point  M  lorsque 

lt\s  trois  points  se  rapprochent. 

285.  Le  plan  osculateur  de  la  courbe  au  point  M,  dont 
les  coordonnées  sont  a:,  7",  z,  devant  passer  par  ce  point, 
aura  une  équation  de  la  forme 

^i)  A  (X  — .r)-l-B(Y— r)+C(Z  — z)  =  o. 

D  ailleurs  les  équations  de  la  tangente  sont 


Y— r 


X-x), 


.  =  -    X-or. 
(l.r 


Comme  celte  droite  doit  être  tout  entière  dans  le  plan 
osculateur,  on  doit  avoir,  quel  que  soit  X  ou  (X  —  .r). 


A  ex  —  a-)  -|-B^(X 
'  dx 


C  —-  (X  —  j:)  =  o 
dx  ' 


OU  bien 

(  3  )  A  dx  -+-  B  r/>  -h  C  dz  =z  o . 

Soient    maintenant   x -\- i^x  ^    y--\-ô^y.    r-j-Az    les 
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coordonnées  du  point  M'  :  en  substituant  ces  coordon- 
nées dans  l'équation  (i)  à  la  place  de  X,  Y,  Z,  on  aura 


u; 


AAx  +BAj-f-CA2  =  o. 


Or  on  peut  considérer  x,  y.,  z  comme  des  fonctions 
d'une  ceilaine  variable  indépendante/,  et  si  a,  S,  y  dési- 
gnent des  quantités  qui  s'évanouissent  avec  A/,  on  aura 


A  j: 


M 


ti.y  z=i  It 


^z  =i  ^t 


dx 

It 

cly 
dt 

dz 
'dt 


A/-'    fd\ 


+  a    , 


+  ^h 


I  .  2  \  dt- 

M-    j'd-j 
l  .2.   \  dt- 

M-    l'd'^z 

7T^  \~dF~^^0' 


Par  suite  l'équation  (4)  devient 

A  t-    /  d- 


'  dx 

A  I  —  A/ 

dt 


[ 
[ 


B|  -;-  A/ 

dt 


1     ■?.    \   dt- 

\t'  id'r 

I  .  2  \  dt- 


-+-  a 


M 


dt  I  .  2  \   dt-"         ' , 


ou  bien,  à  cause  de  l'équalion  (3),  et  en  divisant  les  deux 


membres  par  -  A/^, 

•^  2 


l d''- Y  \  I  il-Z 


A  la  limite,  a,  6,  y  s'évanouissent,  et  alors,  en  nnihi- 
pliantles  deux  membres  par  dt- ^  on  a 


-^) 


Xd-x  '+  ^d'y-  +  Cd-z  —  o  , 


équadoi  qui.  jointe  à  l'équation  (3),  servira  à  déleiniincr 


A    B 


les  rapports- ,  -•  Eliminant  R  entre  ces  deux  équations, 


C    C 
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il  vient 

A   dxd'r  —  dyd''  a:  )  -|-  C  (  dzd'^y  —  djd'  c  i  =  o , 

d'où  l'on  tire 

A        dyd'' z  —  dzd'^j 

C  dxd  ''y — djd  ^  x 
On  aura  de  même 

B  dzd""  X  —  dxd- z 

C  dxcPy  —  dyd'x 

L'un  des  coefiScients  A,  B,  C  étant  arbitraire,  je  prendrai 

C  =  dxd -y  —  dyd'' X , 

d'où 

A  =  dyd''-  z  —  dzd\Y,      B  =  dzd''x  —  dxd'  z  , 

et  Ton  aura  enfin,  pour  équation  du  plan  osculateur, 

,'         [dyd'z  —  dzd'y){X  —  .r) 
(6)  )  -\-{dzd'x —  dxd'z){Y —  y) 

(  +  [dxd'' y  —  dyd-x)  (Z  —  z)  =  o. 

^  oici  un  moyen  mnémonique  pour  retrouver  cette 
équation  ;  on  écrit  les  fractions 

d.r.  dy  dz  dx 

-77-'      -7;-'      "77"'      T~' 
d'x         d-y        d'z         d-x 

et  l'on  retranclie  chacune  de  ces  fractions  de  la  précé- 
dente :  les  numérateurs  de  ces  dillérences  sont  respec- 
tivement les  coefficients  de  Z  —  z^  X  —  x^  Y  — y. 

ARGLES  DU    PLAIS    OSCULATEUR   AVEC  LES  PLANS  COOROORKÉS. 

286,  Soient  X,  fx  et  V  les  angles  que  fait  avec  les  axes 
Ox,  O)',  Os,  une  perpendiculaire  MP  au  plan  oscula- 
teur, angles  respectivement  égaux  à  ceux  que  ce  dernier 
])lan  forme  avec  les  plans  j .3,  xz  et.r7  .  On  a 

A 
(  a  J  ces  i.z=  —  ',      cos  j 


B 

C 

COSV  =     -1 

d' 

D 
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en  posant 

D'  =  A^  +  B^  +  C, 

c'est-à-dire 

i        -+-{dTdy — d/d'xy. 

287.  La  valeur  de  D^  peut  être  mise  sous  d'autres  for- 
mes :  posons,  pour  abréger, 

dx  =  «,  df=zb,  dz-=i  c , 

d^x  =  a',       d'^y  =  b',       d^z=zc'; 
on  aura 

D'  =[bc'  —  cb'Y -\-{ca'  —  ac'Y  -h  {ab'  —  ba']\ 
ou 
D'  =  (fl=  +  6^  +  c=)  {a"  +  b'^  H-  c'^)  —  (rtû'  -h  bb'  H-  fc')'. 

Or,  en  appelant  ds  la  diiïérentiellede  l'arc  qui  aboutit  au 
point  M,  on  a 

ds"^  =.  dx^  +  dj'  +  c?z'  =  «2  +  6=  4-  c\ 

ce  qui  donne,  en  différentiant  par  rapport  à  la  variable 
indépendante  t,  et  divisant  par  2, 

dsd^s  =:  dxd^x  +  dyd^y  -\-  dzd^z  =  aa'  -h  bb'  -h  ce'  ; 

il  vient  donc 

W=ds-'\[d-'xY-\-[d-'-yY->r{d^zY  —  {d^s)''\, 
ou  enfin 


[n)  B  =  ds  s/{d'xY  +  [d'yY  -\-  (d'z)'~  [d's}\ 

On  peut  encore  écrire 
D  =  \j{dsd^x  —  dxd'sf  -{-{dsd^ — dyd' s}' +  {dsd^  z —  dzd's/, 
ce  qu'on  vérifie  en  développant,  ou  bien 


[P] 


-V(l)^ 


,   ds    I         \  ds  j 
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Dans  toutes  ces  expressions  la  variable  indépendante  est 
quelconque . 


AORMALK    PRINCIPALE. 


288.  On  appelle  normale  principale  celle  qui  est  si- 
tuée dans  le  plan  osculateur. 

Celte  droite  doit  être  perpendiculaire  à  la  tangente  MT 
et  à  la  normale  MP.  Or  de  l'identité 


(  dx\-        /drV       [  dz 

U)  +  (*  )  +  u 


on  déduit 


,   ,  d.T      dx        dy    .  dy         dz    ,  dz 

^   '  ds       ds         ds       ds  ds      ds 

D'autre  part,  l'équation 

kd-x^Bd-'y^  Cd'  z  =  o 

peut  s'écrire  ainsi  : 

,    .  .    ,'i^       ^  .dy        ^  ,dz 

2  Arf— H-BrZ-i-H- Crf— =  0. 

^     '  ds  ds  ds 

Les  équations  (i)  et  (2)  montrent  que  la  droite  qui  fait 
avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  proportion- 
nels à 

/^•^  ,dj  .dz 

d—-i       d-—-,      d—-y 

ds  ds  ds 

est  perpendiculaire  à  la  tangente  MT  et  à  la  normale  MP. 
C'est  donc  la  droite  cherchée. 

Il  résulte  de  là  que  les  équations  de  la  normale  princi- 
pale sont 

dx  dy  dz 

ds  ds  ds 
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EXERCICES. 

1.   Une  courbe  tracée  xitr  la  surface  cVun  cône  droit  a  pour  pro- 
jection orthogottfih,  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  cône, 

une  spirale  logarithmicpte,  r  =  e"*  ,  dont  ce  sommet  est  le  pôle.  On 
demande  les  écpialions  de  la  tangente  à  cette  cçurl^e  et  Véquation 
de  son  plan  normal  en  un  point  donné.  Prouver  ([ue  cette  courbe 
coupe  toutes  les  arêtes  du  cône  sous  un  angle  constant. 

Solution.  —  L'angle  du  cône  étant  a,  la  tangente  à  la  courbe  fait 
avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont 

m  cos  9  —  sin  5        m  sin' 9  -f-  cos  5  m  cot  y. 


I  m-  I  iir  I  iir 

Y         sin-y.  Y         sin-a  Y         sin^a 

La  tangente  fait  avec  l'arête  du  cône  un  angle  dont  la  cotangente 

est  —r^^-  L'équation  du  plan  normal  est 
sina        ^  ' 

( X  —  X )  ( mx  —y)  H- ( Y  — ^v)  ( mr -]-x)-\-{l  — z)mz  =  o. 

2.  Une  courbe  est  donnée  par  deux  relations  entre  la  distance  r 
d^un  cpielconque  de  ses  points  M  à  un  point  fixe  0,  V angle  Ô  cpœ 
le  rayon  vecteur  0^[  fait  avec  une  droite  fixe  Ox^  et  l'angle  ç  que 
le  plan  MO  x  fait  avec  un  plan  fixe  xOy  :  trouver  la  différentielle 
de  son  arc  en  fonction  des  quantités  r,  6  et  'f  et  de  leurs  différen- 
tielles. 


Solution.        ds  —  ^dr--i-r-d^^-\-r^  sin'^'fd'f-. 
3.   Trouver  Inéquation  du  lieu  des  normales  à  la  surface 
a^f=x^b^—z'] 
menées  par  tous  les  points  de  la  droite 

z  =^  fi .     ay  ^=  X  \/A^  —  /-, 
qui  est  tout  entière  sur  la  surface. 
Solution.  —  Le  paraboloïde  hyperbolique 

ak  {ax  -+-J\//>'-/')  [x  ^b-  —  k^-  ay) 
+  («'+  ^'  -  k'Y  ^b'  —  V  {z  -  /■)  =  o. 


i8. 
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COURBURE  DES  LIGNES  DANS  L'ESPACE.  —  HÉLICE. 

Courbure  des  lignes  dans  l'espace. —  Cercle  osculateur.  —  Rayon  de  tor- 
sion ou  de  seconde  courbure.  —  Équation  de  l'hélice.  —  Tangente.  — 
Rayon  et  centre  de  courbure.  —  Lieu  des  centres  de  courbure.  —  Plan 
osculateur  et  angle  de  torsion. 


COURBURE    DES    LIGNES    DANS    L  ESPACE, 

289.  On  nomme  angle  de  contingence ,  dans  une  courbe 
Fig. 58.  gauche,   comme  dans   une 

courbe  plane,  l'angle  oj 
que  font  entre  elles  les  deux 
tangentes  menées  aux  extré- 
mités d'un  arc  MM'  =  ù.s, 
qui  devient  infiniment  petit, 
et  courbure  au  point  M,  la 

limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  —  >  quand  A5  dimi- 
nue indéfiniment.  Cette  limite  est  représentée  par  — • 

ds 
L'inverse  delà  courbure,  ou  — 1  est  dit  le  rayon  de  cour- 
bure au  point  M.  Nous  le  désignerons  par  p. 

290.  Pour  évaluer  œ,  menons  par  le  point  O  les  droites 
ON  et  ON'  égales  à  l'unité  de  longueur  et  respectivement 
parallèles  aux  tangentes  MT  et  M'T'.  Soient 

d.T  dj  dz 

ds  ds  ds 

les  cosinus  des  angles  que  MT  ou  ON  fait  avec  les  axes 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  coordonnées  du  point  N^ 
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soient  a',  h\  c  les  coordonnées  du  point  N'.  L'anglfe  NON' 
sera  égal  w,  et  Ton  aura 


NN'=  20Nsin-w  =  v/(a'  —  «)-  4-  (/>'  —  é)'^  +  (c'  —  <?)^ 
ou,  puisque  ON  =  i, 


21 

2 


En  passant  à  la  limite  et  remplaçant  le  sinus  de  l'angle 
-0)  par  cet  angle  lui-même,  on  aura 


d'où 


u         I  Ida-        db'        dc^ 

d^~  '^  ~  y   d?"^  dF  ~^  d?'' 

on  aura  donc,  en  remplaçant  «,  h,  c  par  leurs  valeurs, 


i-mu 


ds    I         \       ds    \ 


ds    /  \  ds  / 

quelle  que  soit  la  variable  indépendante. 

291.   A  cause  de  la  formule  [p]  du  n"  287,  on  peut 

écrire 

ds^ 

En  prenant  deux  des  formes  que  l'on  a  trouvées  pour  D 
à  l'endroit  cité,  on  a  encore 


P  = 


V'  [d'x]-  +  {d'xY  +  {d-'zy  —  [d-'s] 
ds^ 


\l[dyd'z  —  dzd^x  )'"+-  {dzd'-x — dxd  =  z)  '+  [dxd'j—  dyd\cy 
292.  La  normale  principale  MN  fait  avec  les  axes  des 
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angles  7,  ?w,  n  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  « 

d~        d'^        ci- 
els cls  ds 

ds  ds  ds 

on  en  ronclut 

d'^Ç.  d^-L        .  d'^ 

ds  ds  du 

COSl  =  p — — -  »  COS/«  =rr  p  — ; — ,  cOS//=f> — — -• 

ds  ds  ds 

Or  les  équations  de  la  normale  MIN'  sont 

X  —  x  =:  R  ces / ,      Y  —  y  =  R  cos«/ ,      Z s  :=:  R  cos n  y 

R  étant  la  distance  du  point  M  à  un  point  quelconque 
(X,  Y,  Z)  de  cette  normale.  On  pourra  donc,  en  rempla- 
çant cos/,  cosm,  cosn  par  les  valeurs  que  nous  venons 
de  trouver,  mettre  ces  équations  sous  la  forme  suivante  : 

dx  ,  dy                                   dz 

et  —  d  -^                                d  — 

ds  ,                           c/.v                                     ds 

ia)  X— r  =  Ro— — -,  Y— r  =  Ro— — -,  Z  — z=Rp— — • 

^     ds  -             .     j^^.                              1     j^^. 


CtRCLE    OSClLAïEL'U. 

Î293.   Si,  par  le  milieu  de  la  corde  MM',  on  mène  un 

pj„  5„  plan    perpendiculaire    à     cetle 

corde  et  qui  coupe  la  normale 

principale  MN  au  point  G,  ce 

\\  point  sera  le  centre  d'un  cercle 

J3G passant  par  les  deux  points  M 

V  .  et  M'.  Si  le  point  M' se  rapproche 

V'  du  point  M,  le  plan  NMM'  ten- 

dra à  se  confondre  avec  le  plan  osculateur  TMN,  et  le 
cercle  deviendra  à  la  limite  ce  qu'on  nomme  le  cercle 
osculateur  à  la  courbe  au  point  M. 

Le  rayon  du  cercle  osculateur  au  point  M  est  égal  an 
rayon  de  coiirbure  en  ce  point. 


M' 
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En  effet,  l'équation  du  plan  perpendiculaire  mené  à 
la  corde  MM'  par  son  milieu  est 

A^-  (X  — ^  —  -  A,r)  -h  Af  (y— r — -Aj 

H-Az(z  —  z ^z]  =10, 


(X  — .r)A.r  +  (Y— j)Aj4-(Z  — ^]A3  =  -(Aa;^+AJ^^-A^^). 

Si  l'on  élimine  X  —  x,  Y — j",  Z —  z  entre  cette  équa- 
tion et  celles  de  la  normale  (a),  on  aura 

(dx  dy  r]^      \ 

ds  ds  ds         \        \  , 

-— -  A^  +  — p- Aj+ — T- Az  /  =  -  (Aj,-=  +  Aj^  +  Az'   ; 
ds  ds  ds         J         1 

mais  si  l'on  regarde  x^  y  et  z  comme  des  fonctions  de  5, 
on  a 

(a±       \ 

dx        Ai^  (       ds  I 

Ax  z=i  As  — i \  — ; f-  a    /  » 

ds  1     \  ds  / 

A? 

dy        As''  I       ds 

A  j  =  A^  -f  H \  — 1- 

•'  ds  -2     \  ds 

/     dz 

I  d  — 

dz  b-s"^  \       ds 

Az  =  A^—    H \  — f-  7  /  ? 

ds  1      \  ds  ' 

a,  ê,  y  étant  des  quantités  qui  s'évanouissent  avec  ù^s. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  et 
supprimant  les  termes  qui  contiennent  A.v  en  facteur, 
termes  dont  la  somme  est  nulle,  on  aura 


4(|);(iD;(f.,|....] 


Ax^-f  Aj-'-f- A2= 


As-" 
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et  en  passant  à  la  limite, 


p  X  4:  X  limR  =  ' 


ou 

limR  = 


Ainsi  le  rayon  du  cercle  oscillateur  au  point  M  est 
égal  au  rayon  de  courbure  en  ce  point.  C'est  pourquoi 
le  point  K,  limite  du  point  G,  sera  dit  indifféremment  le 
centre  de  courbure  ou  le  centre  du  cercle  osculateur. 

294.  On  prouve  d'une  manière  semblable  que  l'inter- 
section de  la  normale  principale  MN  avec  le  plan  normal 
à  la  courbe  passant  par  le  point  INI'  est  encore,  à  la  limite, 
le  point  K  ou  le  centre  de  courbure. 

En  elïet,  l'équation  de  ce  plan  normal  est 


En  remplaçant  X — x,  Y — j^  Z  —  z  par  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  [a]  de  la  normale  principale, 

d~  d—  d— 

WX-.=  Rf^,     Y-^  =  Rf-^,     Z-.=  Rf^% 


I      ds  j  dx  dx\  ds  /dy  dy\  ds  Idz  dz\    1 

^'  L '^''■^  \'^'^      '^'^  !     '■^■''  \^^      ''^■^  /     '^^  v^^     ^^lA 

dx  dy  dz  dx  dy  dz 

=  Aj:-7-H-A>   -f-+Az  — 4-AxA---}-ArA-f-  +  AzA— • 
ds  "    ds  ds  ds  ds  ds 

Celte  é'juation  se  simplifie  beaucoup  au  moyen  des  re- 
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marques  suivantes.  D'abord  on  a 

dx     dx        dr     dy         dz     dz 
ds     ds         ds     ds         ds     ds 

fl  il  reste,  en  divisant  par  A5, 

/  ,dx  dx  dy       dy  dz  (^\ 

I       ds  ds  ds        ds              ds  ds    \ 

^  \  ds  \s  ds        \s  ds  A.y  / 

i^x  dx        Ay  dy  \z  dz         Xx    dx  \y  (&    ,     Az    r/z 

às  ds         As    ds  As  ds         As     ds  As  d<!          As    ds 

Si  l'on  observe  que 


I 

la  limite  du  premier  membre  sei^a  -limR. 
D'ailleurs  la  limite  du  second  membre  est 

dxy     (fh'Y     {^Jz 


On  aura  donc 


-]imR  =  i      ou     ]iniR=p, 


ce  qu'il  fallait  prouver. 

295.  D'après  cela,  on  peut  regarder  le  centre  de  cour- 
bure au  point  M  comme  étant  l'intersection  du  plan  oscu- 
lateur  en  M  avec  deux  plans  normaux,  l'un  mené  par  le 
point  M  et  l'autre  par  un  point  infiniment  voisin. 

Pour  obtenir  les  coordonnées  ç,  yj  et  ^  du  centre  de 
courbure  K,  il  faudra,  dans  les  équations  de  la  normale 

dx  dj  dz 

d  —  d  —  d  — 

X-.r  =  R^.-^,      Y-j  =  Rp-^,      Z~-2r=:R«-i^, 
ds  ds  '     ds 
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remplacer  X,  Y,Z  par  ^,  y?,  ^.  En  observant  que  R  de- 
vient alors  égal  à  p,  on  aura 

dx  dj  dz 

ds  ds  ds 

équations  qui  donneront  ^ ,  r;  et  ^  en  fonction  des  coor- 
doniiées  du  point  M. 

ANGLE    DE   TORSION.  RAYON    DE    SECONDE    COURBURE. 

296.  Soient  «,  è,  c  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec 
les  axes  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur  en  M.  Si 
Ton  appelle  ^  l'angle  de  ce  plan  et  du  plan  osculateur 
voisin  ,  on  aura ,  comme  au  n°  290 , 

•^  sin  -  <1>  =  v^A«'-4- AZ'^  -h  Ac^. 

2 

Si  l'on  passe  à  la  limite,  et  qu'on  appelle  cj)  ce  que  de- 
vient 4>,  c'est-à-dire  l'angle  de  deux  plans  osculateurs  in- 
finiment voisins,  on  a 


<j)  =  sldd^  H-  db-  -f-  de' 

OU 


(j)  =  \/(c?cos)v)^-|-  (^COSpi/  -h  (i/cosv)% 

).,  [i.  et  V  étant  les  angles  que  fait  avec  les  axes  Oj:,  Oj 
et  O  2  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur  de  la  courbe 
relatif  an  point  M.  On  a  d'ailleurs 

dyd-z  —  dzd^j 
ces  \  =  — =- » 

dzd  -  X  —  dxd  ^  z 

^  D 

dxd^y  —  drd^.r 
.OSv= .. 

297     L'angle  infininienî  petit  çp,  formé  par  deux  plans 
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osculateurs  successifs,  se  nomme  angle  de  torsion^  et 
Ton  appelle  seconde  courbure  ou  torsion  le  rapport  de 
ma  ds.  Si  l'on  prend  ds  constant,  celte  courbure  sera 
proportionnelle  à  l'angle  ç. 

Far  analogie  avec  ce  que  l'on  a  fait  pour  la  première 

courbure,  on  représente  le  rapport  --  par-?  de  sorte  que 

ds  , 

r  =  — 5  et  l'on  appelle  /•  le  rayon  de  la  deuxième  cour- 
ra 

bure  ou  rayon  de  torsion. 

DÉKIISiTIOJM    ET     ÉQUATIONS    DE    l'hÉLICE. 


Fig.  60. 


298.  Lorsqu'on  enroule  le 
plan  d'un  angle  cab=x  sur 
un  cylindre  droit  OABL. 
à  base  circulaire,  de  ma- 
nière que  le  côté  ab  vienne 
s'appliquer  exactement  sur 
la  circonférence  AB ,  la 
courbe  suiv an  t  laquelle  s'en- 
roule le  côté  ac  se  nomme 


une  hélice. 


299.  Preiions  pour  axe  des  .r  la  droite  OA  qui  passe 
par  le  point  A,  origine  de  l'bélice;  pour  axe  des  >  une 
perpendiculaire  k'Ox  menée  dans  le  plan  de  la  base  par 
le  centre,  et  enfin  pour  axe  des  z  l'axe  du  cylijidre. 

Soienî  W  £=  Oq,  y  ==:  i*^,  z  =  MP  les  coordonnées  du 
point  M.  INommons  m  la  tangente  de  l'angle  a,  u  l'angle 
AOP-et  R  le  rayon  du  cylindre.  Nous  aurons 


.r  =  R  cos  u  ,      Y  =  R  siii  u , 


/)/  R  « , 


car        z  =  iiip  =  pu  tanga  =  iirc  AP  X  tanga  =:  wR  u. 

LVliminalion   de   i\    entre  les   écpiations  [a]    donnera 
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les  équations  de  riiélice  : 

Z  .3 

^  =  Rcos — —5      r  =  Rsin : 

mR       •"  wR' 

mais  il  vaut  mieux  conserver  les  trois  équations  (a)  avec 
la  variable  auxiliaire  u. 

TANGENTE    A    LHÉLICE. 

300.  Les  cosinus  des  angles  que  la  tangente  MT  au 

point  M   (x,  r,  z)  forme  avec  les  axes  sont  -r--,  —  >  —  • 

as      as     ds 

Mais 

d.v  =  —  R  sin  ndu ,      dy  =  R  cos  ndu ,     dz  =  mKdu, 


<^y  =  R  y  I  4-  m^  du  ; 
on  a  donc 

djc        —  sin  «         dj  cos  n  dz 


La  formnifi  — -  =  -  -=  sin  r/  montre  que  ia  tan- 

gente  MT  fait  a\^ec  les  génératrices  un  [angle  constant 
égal  au  complément  de  a,  et,  par  suite,  que  V angle 
quelle  fait  avec  le  plan  de  la  base  du  cylindre  est  aussi 
constant  et  égal  à  l'angle  a. 


On 


dj-  cos  u  I 

dx  sinK  tang« 


dy 
or  ~-  est   le    coefficient  angulaire  de  la  droite  PT,   et 

dx  ' 

tang«  est  celui  de  la  ligne  OP.  Donc  ces  deux  droites  sont 
perpendiculaires  entre  elles  -,  donc  la  projection  de  la  tan- 
gente à  l'hélice  sur  le  plan  xj  est  tangente  au  point  P  à 
la  base  du  cylindre. 

KAYON  ET  CENTRE  OE  COURBURE, 

301 .   Le  rayon  de  courbure  au  point  M  est  donné  par 
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la  Ibrmule 


^fc 


ds    1  ds 


Or,  des  expressions    trouvées  au  numéro  précédent  on 
déduit 


4 

ds                   ces  u 

4 

ds 

sin« 

ds 
ds 

ds               K[i+ni-')' 

ds 

R(H-/«^)' 

Par  conséquent 

P  = F= 

I 

:=  R(H-  /rt'). 

/ces'  î< 


Ainsi  /e  r/y'^o/i  r/e  courbure  a  la  même  ualeiir  pour 
tous  les  points  de  riiélice. 

302.  La  normale  principale  àThélice  au  point  M  forme 
avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  proportionne]  s 

à  d^-t  d-j-i  d-—')  ou  bien  à  cosw,  sinw  et  o.  Donc  cette 
as         as         ds 

droite  est  parallèle  à  OP,  et,  par  suite,  le  rayon  de  cour- 
bure est  dirigé  suivant  le  rayon  du  cylindre.  La  droite 
MN  perpendiculaire  à  l'axe  et  la  tangente  MT  détermi- 
neront le  plan  osculateur,  et  si  l'on  prend  NK  =  m^R, 
K  sera  le  centre  de  courbure  de  l'hélice  pour  le  point  M. 
Comme  d'ailleurs  le  rayon  de  courbure  a  une  valeur 
constante,  toujours  plus  grande  que  le  rayon  du  cylindre, 
il  en  résulte  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  l'hé- 
lice est  une  autre  hélice  du  même  pas,  mais  située  en 
sens  inverse. 

303.  La  droite  MN,  lorsque  le  point  M  se  meut  sur 
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l'hélice,  décrit  une  surface  conoïde  appelée  hélicoïde 
gauche.  Le  plan  NMT  est  tangent  à  cette  surface  au  point 
M,  puisqu'il  passe  par  la  génératrice  rectiligne  MN  et 
par  la  tangente  MT  à  l'hélice  placée  sur  cette  surface. 
Pour  avoir  l'équation  de  cette  surface,  il  suffit  d'éliminer 
Il  entre  les  équations 

s  z=  /;?  R  « ,      y  =z  X  tang  u , 
qui  représentent  la  droite  MN.  On  obtient  ainsi 


r  =  .rtang_ 


PLAK    OSCULATETIR.  ANGLK    ET    RAYON    nE    TORSION. 

304.  On  a 

dx^  —  R  sin  «  du ,       c/j  =  R  ces  u  du  ,       dz=^  mK  du , 
d^x= — Koos  udu\      d'y  =z  —  Ksin  udu^,      d^z-=o. 

On  aura  par  suite 

dxd^y  —  dyd^x  =  R-rfw", 

dz  d-.T  —  dxd'^z  =  —  mR^cosudu^, 

dy  d"z  —  dzd-y  =  m  R-  sin  udu^. 

Alors  l'équation  du  plan  osculateur  sera ,  en  divisant  par 
le  facteur  commun  R^^zf% 

OTsinM  (X  —  J^)  —  w  cos  u  (Y  — y)  -\-  Z—  z  =  o. 

305.  Si  l'on  appelle  :j)  l'angle  de  torsion,  on  sait  que 


9  rz=  \/[dcos'k)--\-  {dcos  pj-  +  (//cosv  =, 

X,  fx,  V  étant  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  perpendi- 
culaire élevée  par  le  point  M  au  plan  oscillateur.  Or  on  u 


m  cos  « 


y/ 1  -f-  /«•  \/l-\-m^  V  I  -h  W- 
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d'où  résulte 

m  sin  u  du  m  cos  u  du 

dcOSv=:0,        rfCOSp  :^=  =  i        d COSl  =z  

y  I  +  TO-  y/r  +  w= 

Donc 


V 


/rt^sin-«       m^cos^u  m  du 

du 


mdu 


r  R.  y/i  -{-  iii-du 


ds  y/ 14-^2  l-h/rt'      R 

Par  conséquent  la  seconde  courbure,  aussi  bien  que  la 
première,  est  constante. 

EXERCICE. 

Rayon  de  courbure  et  plan  osculateur  de  In  courbe 
x^-'ry=^nx,     X' -\- y'^ -\- z^  =^  rr . 

Solution.  —  Rayon  de  courbure  : 

^^     [n  +  xY    , 
(5rt+3.rf 
plan  osculateur  : 
\%xf—a{f—  3')]X  +  2r-' Y-f-2S''Z  z^n^z^+iax  (j^-z'). 


288 


COURS    D  AJNALYSE. 


VINGT-SIXIÈME  LEÇON. 

o 

POINTS  SINGULIERS  DES  COURBES  PLANES. 

Points  d'inflexion,  —  Points  multiples.  —  Points  de  rebroussement. 
Points  isolés.  —  Points  d'arrêt.  —  Points  anguleux. 


UÉFINITIOIN    DES    POIISTS    SIIVGULIERS    DES    COURBES     PLANES. 
POINTS    d'inflexion. 

306.  On  appelle  points  singuliers  d'une  courbe  des 
points  qui  offrent  quelque  particularité  remarquable,  in- 
dcpendante  de  la  position  de  la  courbe  par  rapport  aux 
axes  de  coordonnées.  Dans  ce  qui  suit,  il  ne  sera  question 
que  des  courbes  planes. 

Ayant  déjà  parlé  des  points  d'inflexion  (n°  206),  nous 
allons  seulement  en  donner  quelques  exemples. 

307.  Soit  d'abord  la  sinusoïde 

Y  =  sinjT. 

Pour  x  =  o,  et  en  général  pour  a:  =  ±/rj7r,  m  étant 
un  nombre  entier,  on  a  j^  =  o  •,  par  conséquent,  la  courbe 
rencontre  l'axe  des  x  en  une  infinité  de  points  que  l'on 
obtiendra  en  portant  sur  cet  axe,  à  partir  de  l'origine 
et  dans  les  deux  sens,  des  longueurs  égales  à  la  demi-cir- 
conférence rectifiée.  La  courbe  se  compose  d'une  infinité 
de  parties  identiques,  mais  situées  alternativement  au- 
diîssus  et  au-dessous  de  l'axe  des  x.  Les  ordonnées  maxi- 
mums et  minimums,  égales  à  l'unité  en  valeur  absolue, 

,  .  TT        3  TT        StT 

correspondent  aux  abscisses  -i  — ^  — •>•'" 

^  2         2  2 
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De  l'équation  de  la  courbe  on  tire 

Fig.  6i. 
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COSJ^, 


signe  pour  x  = 


dx 

d'y  ^ 

ft.r? 


La  seconde  dérivée 
s'annule  et  change  de 
nxTX.  Par  conséquent,  les  points  O, 
-N,...,  où  la  courbe  rencontre  l'axe  des  a:,  sont  des  points 
d'inflexion,  et  comme,  pour  j:  =  rt:m7r,  la  première 
dérivée  est  égale  à  dti,  en  ces  points  la  tangente  à  la 
courbe  est  toujours  inclinée  de  45*^  ou  de  iSS**  sur  l'axe 
des  X. 

308.  Soit  encore  la  courbe 

j  =  tang^. 

Pour  a:=o  et,  en  général,  pour  x=±m7:,  on  a  j'=o. 
Fig.  62.  La  courbe  rencontre  donc 

l'axe  des  x  à  l'origine  et  en 
une  infinité  d'autres  points 

équidistants.   Pour  x  =.  —t 
*  2 

on  a  7=  00  ,  et  si  l'on  fait  x 

un  peu  moindreque-?  tango: 

sera  très-grande  et  positive.  Si  l'abscisse  est  un  peu  plus 

grande  que-?  tangx  sera  très-grande,  mais  négative.  La 

courbe  aura  donc  pour  asymptote  la  droite  dont  l'équation 

est  x  =  -•  On  voit  d'ailleurs  que  la  courbe  s'étend  à  l'infini 

des  deux  côtés  de  l'axe  des  j^,  et  se  compose  d'un  nombre 
illimité  de  brandies  identiques. 
Par  la  diiïérentiation,  il  vient 


dy  I 

dx        cos^  X 
I.    2"  édition. 


d'y 

dx-" 


■2  cos.r  sin^ 


'9 


ago  couus  d  ainalyse. 

et  SI  1  on  pose  ^-y  =  o,  on  trouve  que  tous  les  points  ou 

la   courbe  rencontre  l'axe  des  x  sont  des  points  d'in- 
flexion. 

POIKTS    MULTIPLES. 

309.  On  appelle  point  multiple  un  point  qui  est  tra- 
versé par  plusieurs  branches  d'une  même  courbe.  Le  ca- 
ractère auquel  on  reconnaît  un  pareil  point  est  que  la 
courbe  y  admet  plusieurs  tangentes.  Nous  omettrons  le 
cas  où  ces  tangentes  se  réunissent  en  une  seule. 

Voici  un  exemple  assez  général,  où  j  est  une  fonction 

explicite  de  x.  Soit 

P 

-  étant  une  fraction  irréductible,  dont  le  dénominateur 

p 
q  est  pair  :   le   terme  [x  —  a)  [x  —  by  a  deux  valeurs 
réelles  et  de  signes  coutraii-es,  pour  chacune  des  valeurs 
convenables  de  x,  ce  que  nous  indiquons  en  faisant  pré- 
céder ce  terme  du  signe  ii=. 
On  tire  de  cette  équation 

Pour  .r  =  «,  on  a 

.  t 

r  =  <p(«),    £  =  ?'(«)  +  (« -^r- 

Si  l'on  suppose  a'^b,  il  y  aura  deux  tangentes  dis- 
tinctes :  d'ailleurs,  à  des  valeurs  de  x  peu  différentes  de  a, 
correspondent  deux  valeurs  réelles  et  distinctes  dej)^,  qui 
se  réduisent  à  une  seule  quand  x  =  a  :  donc  le  point 
qui  a  pour  coordonnées  x  =  a,  y  =  ^  {a)  est  un  point 
double 
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AI     •         •  ^  1       '^J  •  •        •  M        • 

Mais  SI  a  est  <Z,t>i  -j-  sera  imaginaire,  et  il  n  y  aura 

pas  de  tangente  en  ce  point.  En  effet,  pour  des  valeurs 
de  X  très-peu  différentes  de  a,  x  —  b  étant  négatif,  les 
ordonnées  correspondantes  seront  imaginaires  5  par  suite, 
il  n'existera  pas  de  point  de  la  courbe  dans  le  voisinage 
du  point  considéré.  Nous  reviendrons  plus  tard  sur  ce 
genre  de  points  singuliers  (n°  315). 

310.  Supposons  maintenant  que  l'équation  de  la  courbe 

ne  soit  pas  résolue  par  rapport  à  /.  On  en  tire  par  la  dif- 
férentiation 

(2)  î^  +  ^^^o. 

dx        dy  dx 

En  un  point  multiple  de  la  courbe,  —  doit  avoir  plu- 
sieurs valeurs  réelles  et  distinctes  :  mais  l'équation  (2) 
étant  du  premier  degré  par  rapport  à  —-i  cela  ne  peut 
arriver  qu'autant  qu'on  aurait  à  la  fois 

^^)  ^  =  ^'      ^  =  °' 

donc,  pour  avoir  les  points  multiples,  il  faudra  commen- 
cer par  chercher  ies  points  dont  les  coordonnées  vérifient 
les  équations  (i)  et  (3). 

Comme  l'équation  (2)  se  réduit  alors  à  0  =  0,  elle  ne 

peut  servir  à  déterminer  la  valeur  de  — •  Il  faudra  recou- 
rir à  l'équation  différentielle 

dx^  dxdy  dx        dy^  \^^^ /  ^^J  ^^^ 
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OU,  puisque  -^=0, 
dy 

dx^  dxdj  dx        dy''  \dx j 

Supposons  que  les  trois  coemcients  ——•,  - — -  et  ~-  ne 
^^  ^  dx^     dxdy       dy' 

soient  pas  tous  nuls,  et  que  l'équalion  (4)  donne  deux 

valeurs  réelles  et  distinctes  de  -—  :  il  en  résulte  qu'il  y  a 

dx  ^  j 

deux  tangentes  au  point  considéré  et  par  suite  que  deux 

branches  de  la  courbe  s'y  traversent  mutuellement  :  c'est 

donc  un  point  double. 

Mais  si  trois  branches  de  la  courbe  se  rencontraient 

en  ce  point,  il  devrait  y  avoir  trois  tangentes,  et  comme 

l'équation  (4),  qui  n'est  que  du  second  degré  par  rapport 

à  —-1  ne  peut  donner  trois  valeurs  de  cette  quantité,  il 

faudrait  que  l'on  eût  en  même  temps 

^=0       -^  =  0       ^=0 
dx^  '      dxdy  '       dy- 

dy 
Les  valeurs  de  -f-  s'obtiendraient  ensuite  en  différentiani 
dx 

l'équation  (4).   On  voit  comment  il  faudrait  opérer,  si 

un  plus  grand  nombre  de  branches  se  rencontraient  au 

point  (x,j). 

311.  Comme  exemple,  soit  la  courbe  représentée  par 
l'équation 

y'' =  x'^^i — x^),      ou  bien     y=dox^i — x^. 

Cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x  et  à 
l'axe  des  y.  Elle  coupe  l'axe  des  x  à  l'origine  et  aux  deux 
points  qui  ont  pour  abscisses  x  =:  i  et  x=  —  i. 

En  différentiant  l'équation  de  la  couibe,  on  trouve 

dy  ,      I x"^  ,1  —  2.r' 

i7  =  ±V'--^''H=  -  -- 


tl-^  y/i — .r'  y/i 
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Pour  a:  =  o,  les  deux  valeurs  dey  se  réduisent  à  une 
ï^'S-  63.  seule,  qui  esto.  D'ailleurs,  pour 

ce  point,  on  a 

Ainsi,  l'origine  est  un  point  dou- 
ble. En  ce  point,  les  tangentes 
TT'  et  SS'  divisent  en  deux  parties  égales  les  angles  des 
axes. 

On  trouve,  pour  la  dérivée  seconde, 


r                    1 i          '^^^' 

d-y         _j_      V I  —  ^ 

(l.c^                                     (l  —  .r-] 

—  X» 

2  iC'  —  3  .r 

—                                  3     5 

pour  x  =  o,  on  a  -— -  =  o  :  ainsi,  l'origine  est  à  la  fois 
un  point  double  et  un  point  d'inflexion. 


POINTS    DE    UEBROXJSSEMENT. 


312.  On  appelle  point  de  rehroiis sèment  un  point  où 
deux  branches  de  courbe  viennent  s'arrêter,  et  où  elles 
ont  une  tangente  commune.  Il  faut,  dans  ce  cas,  que  deux 
valeurs  de  y,  réelles  quand  x  est  supérieure  ou  inférieure 
à  l'abscisse  du  point,  soient  imaginaires  quand  x  est  infé- 
rieure ou  supérieure  à  cette  abscisse,  et,  en  outre,  que 

deux  valeurs  de  -7-  deviennent  égales. 
dx  " 

Le  rebroussement  est  dit  de  première  ou  de  seconde 

espèce,  suivant  que  les  deux  branches  sont  de  deux  côtés 

différents  {Jig.  65)  ou  du  même  côté  de  la  tangente  qui 

leur  est  commune  {/ig.  64)-  D'après  ce  que  nous  avons 

vu  sur  la  convexité  des  courbes  planes  (n'^  20o),  respèce 

d'^Y 
du  rebroussement  se  reconnaîtra  par  le  signe  de  — —  sur 

dx'^ 

les  deux  branches,  près  du  point  en  question. 
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313.   Soil  la  courbe 
(j5  (.r)  et  ^  [x)  étant  deux  fonctions  réelles  et  finies,  pour 


des  valeurs  de  x  voisines  de  «5  supposons  la  fraction 


positive,   irréductible  et  ayant  un  dénominateur  pair. 

p 
Alors,  pour  cliaque  valeur  de  x^a,  le  terme  [x  —  ay^[x) 
a  deux  valeurs  réelles  égales  et  de  signes  contraires,  ce 
que  nous  indiquons  par  le  double  signe  ±. 

Les  deux  valeurs  de  r,  réelles  et  inégales  pour  x'^a, 
deviennent  égales  pour  x  =  a,  etimaginaii'espour  x<^o. 
Donc  les  deux  branches  de  la  courbe  viennent  se  réunir 
et  s'arrêter  au  point  qui  a  pour  coordonnées  x  =^  a^ 
j  =  ©(«). 

Reste  à  voir  maintenant  si,  en  ce  point,  les  deux  bran- 
dies ont  la  même  tangente.  Or  l'équation  de  la  courbe 
donne 

//  -  —  I  *  - 

£  =  ^'{œ)±^^{x-a)^      \{x)±.[oc-a)^'{.T.). 

Si  -  est  ^  I ,  à  la  valeur  j?  =  a  correspondra  pour  —■ 

la  valeur  unique  '^'{a).  Donc  les  deux  branches  ayant 
même  tangente  au  point  considéré,  ce  dernier  est  un 
point  de  rebroussement. 

Pour  savoir  si  le  point  de  rebroussement  est  de  pre- 
mière ou  de  seconde  espèce,  on  calcule  -y^^  ce  qui 
donne 

±:Jl{j:^nf        ■i^'{x)±{x  —  n)1Y{xK 
IN'ons  ferons  ici  deux  hypothèses  :  i"  si  l'on  a  -  —  :>/>  <:>, 
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onaura,pour  x=:a^  -j^  =  f^"[a).  Ainsi,  en  admettant 


dx'' 


que   ^"  [il]   ne    soit    pas   nulle, 

<i^y     TA-  11 

-— -  a  le  même  sisrne  sur  les  deux 


branches,  et,  par  conséquent,  la 
courbe  offre  un  rebroussemeni 
de  seconde  espèce  [fig-  64)» 

2°  Si,  au  contraire,  on  a  -  —  2  <^  o,  pour  une  valeur 

de  X  très-peu  supérieure  à  «,  le  terme 


(0 


^(^-0(-^-^)^  ^^(•-) 


sera  très-grand  en  valeur  absolue,  et  il  n'en  serait  pas  de 
même  des  autres  termes  de  -— -  qui  tous,  excepté  le  pre- 
mier, cp"(a:),  convergent  vers  o,  lorsque  x  tend  vers  a. 
Ainsi,  le  terme  (1)  donne  son  signe  à  — — •,  et  comme  ce 

termea  le  double  signe,  il  s' ensuit 
qu'au  point  [;r  =  a,  y  =  rj)(^a)^  , 
les  deux  branches  sont  situées  de 
part  et  d'autre  de  la  tangente 
commune.  Dans  ce  cas,  le  re- 
broussement  est  de  première  espèce  {Jig.  65  ) . 

314.   Soit  comme  exemple  la  courbe 

y  ■=.  x^  ZTI  X  . 

A  une  valeur  positive   de  x 
correspondent  toujours  deux  va- 
leurs réelles  dej)^  qui  deviennent 
égales  pour  a:  =  0.  La  courbe  n'a 
aucun  point  du  côté  des  abscisses  négatives.  Du  côté  des 
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abscisses  positives,  elle  a  deux  branches  qui  s'en  vont  à 
l'infini,  l'une  du  côté  des  ordonnées  positives,  l'autre  du 
côté  des  ordonnées  négatives  :  celle-ci,  après  avoir  coupé 
Taxe  des  x  au  point  dont  l'abscisse  égale  i . 

Le  rapport  -  a  pour  limite  zéro  quand  x  =  o,  et,  lors- 
que X  a  une  très-petite  valeur  positive,  les  deux  valeurs 
correspondantes  àey  sont  aussi  positives.  Donc  les  deux 
branches  ont  la  même  tangente  au  point  O,  et  sont  situées, 
près  de  ce  point,  du  même  côté  de  cette  tangente.  Donc 
l'origine  est  un  point  de  rebroussement  de  la  seconde 
espèce. 

On  parvient  encore  à  ce  résultat  au  moyen  des  valeurs 

cly  cl'^  y 

de  -r-  et  de  -r^-  On  a 
ax  dx- 

dy  ,   s    4 

-^  =  'xx'nz  —  X' , 

dx  2 

d-^y  i5     \, 

— —  =  2  it:  -r  X   . 
dx''  4 

(Iy  d^  y 

Pour  X  =^  o^  on  a  —  =  o   et   -—  ^  o  :  le  point  O  est 

donc  un  point  de  rebroussement  de  la  seconde  espèce. 


POIJNTS    ISOLES. 

315.  On  appelle  point  isolé  ou  conjugué  un  point  dont 
les  coordonnées  satisfont  à  l'équation  d'une  courbe,  sans 
qu'aucune  branche  de  cette  courbe  passe  par  ce  point. 

Soit  l'équation 


y 


—  a)  \Jx  —  b. 


et  supposons  d'abord  a<C^b.  Pour  o:  =  Z>,  on  a  y  - 
ce  qui  donne  un  point  B  situé  sur  l'axe  des  abscisses. 


Fig.  67. 


y 

/■ 

M, 

0 

A 

\ 

X 
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Si  X  croît  de  Z»  à  +  oo  ,  _/  croît  de  o  à  ±00,  et  l'on 
a  une  branche  telle  que  MBL. 
Si  l'on  fait  x<^b,  l'ordonnée 
est  imaginaire,  excepté  pour 
x  =  a,  car,  pour  cette  valeur 
de  a:,  on  a  j^  =  o. 

Ainsi,  le  point  A  [x=a,  j^o) 
est  un  point  isolé. 

Si  l'on   a   a'^  b,    la   courbe 
n'a  plus  de  point  isolé,  parce  que  les  deux  valeurs  de  / 

sont  réelles  quand  x  est  comprise 
enti^e  h  et  a.  Pour  a:=a,  les 
valeurs  de  j  se  réduisent  toutes 
deux  à  o.  De  x  =  a  à  x  =  00  , 
r  croît  jusqu'à  l'infini. 

Dans  ce  cas  ,  le  point  A  est 
traversé  par  les  deux  branches 
BCK,  BDL  :  c'est  donc  un  point 
double. 


Fig.  68. 
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POINTS    D  ARRET. 


316.  On  appelle  point  d'arrêt  un  point  où  une  branche 
unique  d'une  courbe  vient  brusquement  s'arrêter. 
Considérons  la  courbe  qui  a  pour  équation 


Pour  x  =  o,  on  a  j^  =  00  5  si  l'on  fait  croître  a  jus- 
qu'à -h  00  ,  j  décroît  depuis 
-j-oo  jusqu'à  -f-i,cequi  donne 
une  branche  asymptolique  à 
l'axe  des  j^,  et'à  la  droite  dont 
Téqualiou  est  y=  i. 

Si  maintenant   on   considère 
cfes  valeurs   négatives  de  x,   la 


Fig. 
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valeur  de  j  sera   —5  et  pour  x=  o  on  aura  j^  =  05  h 


courbe  passera  donc  par  l'origine.  L'ordonnée  augmentera 
ensuite  avec  la  valeur  absolue  de  x  jusqu'à  la  valeur 
y  =  i-  On  aura  ainsi  une  seconde  branche  (*)  de  courbe, 
asymptotique  à  la  droite  qui  a  pour  équation  y=-{-i^  et 
s' arrêtant  brusquement  à  l'origine  en  venant  des  x  néga- 
tives. L'origine  sera  donc  un  point  d'arrêt. 

317.  Soit  encore  la  courbe  j=  ■ On  ne  peut  pas 

donner  à  x  des  valeurs  négatives,  car  logo:  serait  ima- 
ginaire. Si  l'on  donne  à  x  des  valeurs  positives  et  très- 
petites,  l'ordonnée  sera  très-petite  et  négative,  croîtra  en 
valeur  absolue  avec  x  jusqu'à  x  =  1,  et  deviendra  égale 
h  —zc  pour  x  =  i.  On  aura  donc  une  branche  de  courbe 
partant  de  Torigine,  et  qui  aura  pour  asymptote  du  côté 

des  y  négatives  la  droite  x  =  i. 
Si  X  croît  à  partir  de  i  jusqu'à  00  , 
y  devient  positive,  et  cette  or- 
donnée, d'abord  très-grande,  dé- 
croît indéfiniment  jusqu'à  zéro, 
ce  qui  donne  la  branche  LM. 
Dans  cet  exemple,  l'origine  est 
un  point  d'arrêt. 

POINT    SAILLANT    OU    ANGULEUX. 

318.  Soit  la  courbe 


Fig. 

70. 
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[*)  C'est  par  erreur  que  cette  branche  a  été  représentée  tangente  à  l'axe 
des  r,  tandis  qu'elle  devrait  être  tangente  h  l'axe  des  y. 
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pour  X  =  o,   on  a  j  =  o.   L'origine  est  un  point  de  la 


J 


courbe.  Si  maintenant,  dans  l'expression  -  = 


5  on 


i-hc-' 


fait  x=o,  on  a  lira-  =  o.  Ainsi,  la  branche  OG  a  pour 

X 

tangente  au  point  O  l'axe  Ox. 
D'ailleurs,   si  l'on  fait  x  =  —  z. 


d'où  ^  = 


Fi 


y 


pour  x=^  —  z  =  o,  on  a 
lim-  =  I. 

X 

Donc  la  brandie  OH,  située  du 
côté  des  abscisses  négatives ,  a 
pour  tangente  au  point  O  la 
bissectrice    OT    de    l'angle   des 


axes. 


Un  pareil  point  O,  où  viennent  se  terminer  deux  bran- 
ches de  courbe  qui  ont  chacune  en  ce  point  une  tan- 
gente distincte,  est  dit  un  point  anguleux  ou  point,  sail- 
lant. 

319.  La  recherche  des  points  singuliers  exige  que  l'on 
examine  avec  soin  la  forme  de  la  courbe  dans  les  environs 

du  point  pour  lequel  l'expression  analytique  de  —  pré- 
sente une  des  particularités  signalées  dans  cette  leçon  5 

.,  r  •  A  r      .  ... 

car  il  peut  se  laire  que  — -  soit  constamment  imaginaire 

près  de  ce  point,  et  que  -j-  soit  réel  en  ce  point.  Mais 

cette  discussion,  dans  le  cas  où  j'^  est  une  fonction  impli- 
cite de  a:,  nous  entriiînerail  trop  loin. 
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EXERCICES. 


d .  Déterminer  les  points  cF inflexion  crime  concJioïde  [courbe  qu^/on 
obtient  en  prolongeant  cVune  longueur  constante  les  droites  menées 
d'un  point  fixe  à  une  droite  fixe  ) . 

Solution.  —  On  prend  pour  axe  des  y  la  droite  fixe  et  pour  axe 
des  X  la  perpendiculaire  menée  par  le  point  fixe.  Si  a  est  la  distance 
du  point  fixe  à  la  droite  et  b  la  quantité  dont  on  prolonge  les  rayons 
vecteurs  menés  à  la  droite,  les  abscisses  des  points  d'inflexion  seront 
données  par  l'équation 

.r'  +  3  ax^  —  lalr  =  o. 

2.  Consti'uire  et  discuter  la  courbe  r^  =  x^ . 

3.  Démontrer  quen  tout  point  singulier  d'' une  courbe 

f[x,j)^o 
(  les  points  d'inflexion  exceptés  )  on  a 

dx         ''       dy         ' 

-i.  Si  une  courbe  du  troisième  degré  a  deux  points  et  inflexion  . 
elle  en  aura  un  troisième  en  ligne  droite  avec  les  deux  premiers. 
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CALCUL  INTÉGRAL. 


VINGT-SEPTIEME  LEÇON. 

RÈGLES  POUR  L'INTÉGRATION  DES  FXDNCTIONS. 

Définitions  et  notations.  —  Intégration  d'une  fonction  multipliée  par  une 
constante.  —  Intégration  immédiate  de  quelques  différentielles  simples 
—  Intégration  d'une  somme.  —  Intégration  par  parties.  —  Intégration 
par  substitution. 

DÉFINITIONS    ET    NOTATIONS. 

320.  Etant  donnée  une  fonction  d'une  seule  variable,  on 
peut  toujours  la  considérer  comme  la  dérivée  d'une  autre 
■fonction  inconnue,  et  chercher  cette  autre  fonction  qui 
aura  pour  différentielle  la  fonction  donnée,  multipliée  par 
la  différentielle  de  la  variable  indépendante. 

Soit  y (x)  la  fonction  donnée  5  je  dis  qu'il  existe  tou- 
jours une  autre  fonction  qui  a  pour  différentielley"(a:)^x. 
En  effet,  conslruisons  la  courbe  CMD  cjui,  rapportée  h 
des  axes  rectangulaires,  a  pour  équation 

j=/{.t). 

i^'aire  de  cette  courbe,  comprise  entre  une  ordonnée  fixe 

quelconque  CA  et  l'ordonnée 
MP  qui  correspond  à  l'abscisse 
variable  x,  est  une  fonction  dé- 
terminée de  X.  Or,  la  différen- 
tielle de  cette  aire  est  jrdx  ou 
f[x)dx\    donc   cette    aire    est 

une  fonction  qui  a  f{x)(lx  pour  différentielle,  ou  J[x) 

pour  dérivécî. 
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321.  On  appelle  intégrale  de  f[x)dx  et  Ton  repré- 
sente par  ff{x)  dx  une  fonction  dont  la  difFérentielle  est 

f[x)dx.  L'opération  par  laquelle  on  passe  de  la  diffé- 
rentielle d'une  fonction  à  celte  fontion  se  nomme  bité- 
gration. 

L'intégration  et  la  différend ation  sont  deux  opérations 
inverses  l'une  de  l'autre,  de  telle  sorte  que  le  signe  d  et 
le  signe  y  se  détruisent  mutuellement. 

Ainsi  l'on  a,  par  la  définition  même, 

djf[.x)dx  =/(^x)  dx,      Jd<s^[x)  =  (f  [x). 

322.  L'intégrale  d'une  différentielle  donnée  y(.r)  ^x 
peut  avoir  une  infinité  de  valeurs,  car  si  l'on  a  une  fonc- 
tion cf  [x)  dont  J^{x)  dx  soit  la  différentielle,  en  ajoutant 
à  cette  fonction  une  constante  arbitraire,  l'expression 
(f  [x)  H-  C  aura  la  même  différentielle.  Mais  il  n'y  en  a 
pas  d'autre,  puisque  deux  fonctions  ayant  la  même  diffé- 
rentielle ne  peuvent  différer  que  par  une  constante. 

Ainsi  l'intégrale  générale  de  J^{x)  dx  est 

C  étant  une  constante  arbitraire.  La  figure  rend  bien 
compte  de  cette  constante  arbitraire;  car  si,  au  lieu  de 
prendre  CA  pour  ordonnée  fixe,  on  prenait  C'A',  on  au- 
rait l'aire  C'A'MP  qui  surpasse  CAMP  de  l'aire  constante 
CA'AC. 

IWTÉGRATION    d'tjjse    DIFFÉRENTIELLE    MULTIPLIÉE     PAR    UN 
FACTEUR    CONSTANT. 

323.  On  sait  qu'un  facteur  constant  a  peut  être  placé 

en  dehors  du  signe  de  différenliation  5  il  y  a  une   règle 

analogue  pour  l'intégration. 

En  effet,  on  a 

dau  =  adu  ; 


i  daiL  =z  au  ,,      a   i  du  ■=  au  : 
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donc 

I  dau  =  a  j  du      ou        |   adu  =r  «   I    du  , 

OU  bien,  en  posant  <iii^=f[x)rlx^ 

I  af[x)  dx  ^  a    j  f[x)  dx. 

INTÉGRATION    IMMÉDIATE     DE     QUELQUES    FONCTIONS 
SIMPLES. 

324.  La  difTérentiation  des  fonctions  simples  x"\ 
a"",  etc.,  conduit  immédiatement  à  un  certain  nombre 
d'intégrales  que  nous  réunissons  dans  le  tableau  suivant  : 

x''dxz=  — h  G, 

«4-1 

J.dx  =  .^C. 

Cdx       , 

I   ces  xdx  =  sin  .r  +  C , 

I   %mxdx  =  — cosar  +  C, 

/dx 
—  =  tang^  H-  G, 

/dx 
-— -  =  _cotu;-f-C. 
sm^r 

Si  X  est  moindre  que  -•, 


de' 

= 

e'dx. 

da' 

= 

a'^ladx, 

d\x 

= 

dx 

X 

dûnx 

= 

ces  xdx^ 

d  cosx 

= 

—  sin  xdx. 

'  langj 

= 

dx 
cos'.r 

dcotx 

—  dx 
sin^.r 

2 

dx 

y/i  —  X-  J  s/ ] 


r  dx 

rf  arc  sin  x  =  ——=: ,  I  -—^::^=:^  z=.  arc  sm  ^  -+-  C , 

J  sj  \  —  i-r' 

dx  r     dx 

<-/arccos.r= .  ;         l  — =  =  —  art:cosjc  +  C. 

\J  \  —  .r'         J  y/i — X' 
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/dx 
.  deux  valeurs 

V'  I  —  .r- 

qui  semblent  différentes^  mais,  comme 


arc  cosj;  +  arc  smx  =^  -•> 

2 


on  voit  que  les  deux  intégrales  ne  diffèrent  que  par  une 
constante, 

cIjc                [       cf. 7^ 
darctSLT\iix  = )        /  '■ — -  =  arc  tan£?x  +  C. 

^  l  -\-x^         J    i  -hx^  ° 

325.  Dans  toutes  ces  formules,  j:peut  être  la  variable 
indépendante  ou  une  fonction  quelconque  de  la  variable 
indépendante.  Par  exemple,  si,  dans  la  formule 

r  x"+' 

(i)  \x"dx  = f-C, 

on  remplace  x  par  cp(.^),  on  aura  encore 


/ 


[^{x)Ydo{x)  =  ll^^  +  C. 


326.   La  formule  (i)  devient  illusoire  quand  on  y  fait 
n  =  —  I  :  elle  donne  alors 


/ 


X  G 


Cela  tient  à  ce  que    I  —  est  égale  à  la  transcendante  Ix, 

qui  ne  peut  pas  être  représentée  par  une  expression  algé- 
brique. Cependant  un  artifice  de  calcul  permet  de  déduire 

/dx 
■ — 

En  effet,  si,  dans  cette  formule,  on  retranche  du  se- 
cond membre   la   quantité   constante  ■>   ce  qui  ne 

*  /?  H- 1  ^ 

change  pas  sa  différentielle,  on  aura 

r  x"+'  —  I 

I  x"dx  ~ h  C. 

'  H    -4-    I 
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Oi',  si  l'on  fait  «  =^  —  i ,  la  fraction  devient  -: 

'  n-hi  o 

pour  avoir  sa  vraie  valeur  par  la  méthode  connue,  il  faut 

prendre  la  déiivée  des  deux  termes  par  rapport  an,  et 

faire  n=  — i  dans  le  quotient  de  ces  dérivées,  c'est-à-dire 

dans ■■>  ce  qui  donne  Lr.  On  a  donc 


f 


—  =  Ix  +  C. 


IWÏÉGUATiON     D   UWE    SOMME. 

327.  Nous  avons  donné,  dans  le  calcul  différentiel,  des 
règles  pour  différentier  une  somme,  un  produit  de  plu- 
sieurs fonctions,  une  fonction  de  fonctions  ;  on  en  déduit 
des  règles  analogues  pour  le  calcul  intégral. 

Ainsi,  de  la  formule 

d  {u-\-i'  —  z)  =  (lu  +  ''/''  —  (iz , 
on  lire,  en  intégrant  les  deux  membres, 

/   (I[u  -f-  <■  —  z)  =    /   du  -4-    /  dv  —    /  r/r., 
OU 

/  [/{x)  -h  'j)(.r)  —•if{x)]dx 

—    1  f{x)  dr  H-    /  (p(.r)  r/.r  —    /  J/  {x)  dx. 

Donc  rintégrale  d\ine  somme  de  Jonctions  est  la  somme 
des  intégrales  des  fonctions  qui  la  composent . 
Par  exemple, 

„           ^                 ,   ,          A-r-^+i        Bjc«+'         C.r/'+' 
.r"'-f-Bj:"+C.rA'  +  ...)r/.r— 


m  -\-  i        //  -f-  I        p  -\-  i 


/5           3 
{f^x^—Sx'—^x->r^)dx—x'—  -x' a:'+  8x  H-  C, 

/  ^ 1 i —  -x'—ix'~^5\x  +  C. 


1  •    2^'  c'dilion. 


3o6'  i.oTJiîs   ii'ajsalysk 

IMÉGRATIOJN'     PAR    PARTIES. 

328.  Nous  avons  vu  que  si  u  et  p»  étaient  deux  fonc- 
tions quelconques  d'une  même  variable,  on  avait 

d .  ici>  =  udv  H-  vdu. 

Donc,  en  intégrant,  on  a 


uv  =    l  udf  -{-   I  vdu , 
j  udv  =  uv  —    IV 


on  bien 

'du. 


Cette  formule,  qui  ramène  la  recherche  d'une  intégrale 

I  «y/p'  à  celle  d'une  autre  intégrale  /  vdu^  constitue  une 

méthode  d'intégration  fréquemment  employée.  On  l'ap- 
pelle intégration  par  parties,  quoiqu'il  fût  peut-être  plus 
correct  de  la  nommer  intégration  par  facteurs,  puisqu'elle 
est  fondée  sur  la  décomposition  de  la  différentielle  que 
Ton  veut  intégrer  en  deux  facteurs. 

Exemples,    i"  /  x'cos.rr/.r. 

On  posera 
I  x'^  cos.rdx  =    i  .rV/sin.r  =  .r^  sin x  —  2    |  xsinxdjr, 

i  .rsinxr/.r  =  —    |  xdcosx=  —  xcosa;-|-  |  vosxdx 
==  —  X  cosx  ■+-  fi'mx  -h  C. 

On  aura  donc,  en  substituant  cette  valeur  dans  la  pre- 
mière égalité. 


/■ 


x-  cos.rd.r  z=  x^  sin  X  -\-  3. X  cos.r  —  "?•  sinx  -f-  C. 

I 


X'"  (  '  (IX. 
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On  a 

/^  ....=/.....  =  ..,.-,„  p.-..... 

On  ramène  ainsi  l'intégration  de  x'"e''dx  à  celle  de 
x'"~^e^dx\  on  ramènera  de  même  cette  dernière  à  celle 
de  x"^~^e'^dx^  et  ainsi  de  suite;  en  sorte  que,  si  m  est  un 
nombre  entier  positif,  on  sera  définitivement  conduit  à 

chercher    |e'V/:r,  qui  est  e^  +  C,   et,  par  une   suite  de 

substitutions,  on  obtiendra  l'intégrale  demandée. 
En  prenant  m  =  2,  on  trouverait 


/' 


.t}c' dx  =  e'^ [x-  —  2.7?  4-  2)  H-  C. 
l.r  étant  le  logarithme  népérien  de  x.  On  trouve 

/  I  .r  fl.T  =  .r\x  —    j  .T  —  =:  .r  1  1  .r  —  i  )  +  fl. 
INTÉGRATION    PAR    SUBSTITUTION. 

329.  Quelquefois  une  fonction  di(Térentielley(x)  dx, 
qui  n'était  pas  immédiatement  inlégrable,  le  devient  par 
un  changement  de  variable.  On  dit  alors  que  Vintégra^ 
tion  est  obtenue  par  substitution . 

Ainsi,  soit  x  =  fs^[t)  :  on  a   7.r  =  c^'(/)c?f, 


et 


jf[.-r)d.T=Jf[^{t)]^'{t)dt. 


Exemples. 

1«  Uax  -JrhY'd.-r. 

On  posera 


a  ou     a.T  =.  — . 


3o8 
Donc 
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I  la.v  -+-  b  )'"  dx  =  -    I  t"'dt  = (-  C , 

J  fi  J  «  /«  4-  1 


OU 


j  {ax  +  b)'"dx=^  -^  ' 


a       m  -\-  i 
2°  Plus  généralement,  si  l'on  avait  à  trouver 

j  /{ax-{-b)dx, 

on  poserait         ax  -\-  b  :=  t ,     d  ou     dx  =  —, 

a 

el  alors  on  serait  ramené  à  -    \f{^t)dt. 


3« 


/5  .r'  dx 


On  se  fonde  ici^  pour  le  choix  d'une  nouvelle  variable  /, 
sur  ce  que  le  numérateur  de  la  fonction  différentielle  est 
égal,  à  un  facteur  constant  près,  à  la  différentielle  du 
dénominateur.  On  pose  donc 

3a;*+'7=f:      d'où      x^dx  =  —  df; 
'  12 

rsx'dx       r  5  dt      5  , 

donc  /  5— = =— If-f-C, 

ou  bien  |  ^    ,     "    —  — 1(3j:' +  7)  +  C. 

4"  1-7= 

Posons 


:dx 


^a^~\-x'=:t,      d'où     fl2-f-a:'  =  /%      xdxz=tdt. 
Par  suite 


J^/a'-^x'        J 


dt  =  l  -h  C  =  \/a'  -i-  x^  +  C. 
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5**  La  même  méthode  conduit  à  l'iiïtégrale  fréquem- 
ment employée 

r      dx 

lorsque  les  deux  facteurs  du  premier  degré  dans  lesquels 
se  décompose  x'^-{-px-\-q  sont  imaginaires,  c'est-à-dire 

quand  on  a  q  —  y-^o.  On  a  identiquement 


x^  +px  -j-<7=(jj  +  0   +L_^ 


Si  l'on  pose 


X  -\-^  =  t\J  q  —^^      d'où      d.v  =z  dti/ q  —f^^ 

l'intégrale  cherchée  devient 


I  r     ''^     _ 

7^J  r+7'~ 


s/^-r^^"  ^-f 


arc  tang  ^  +  C , 


ou  bien,  en  remplaçant  t  par  sa  valeur  en  fonction  dex, 


..-H^ 


r       dx  I  2        ^ 

/  — :; =^ ==r  arc  tang t=  +  C. 

V'-T  V"-4 

Ce  résultat  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme,  Nom- 
mons a-l-êv' — ï  et  a  —  S  y/ — i  les  racines  imaginaires 
de  l'équation 

x'  +  px.  H-  «y  =  o . 

On  a 


2 


n'-'î^ 
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donc  l'intégrale  en  question  pourra  s'écrire 

/dx                    I                     .r  —  a 
-— — -  =  r  arc  tanj,'  — f-  C. 
3r'-\-px  +  q        g                "^       ê 

6"  —: 

J  \  a  —  ox^ 


*       r/x  I  /*        «^/-c 


y/rtT  —  bx- 


sja      I   ^   I ^_bx^ 


Soit  maintenant 


^•^'  ..V  /-  , 
=   f  -        O  ou        .T  =  f  \  /  —  ,         clx 


\Jv    ^^-=\/ldt; 


r   clx       i    I  y  b'^^    i  r  di      I 

I    ,  —  =  -^    /  =-^   f    , =  -=:arc; 

J  y/a  —  bx"^       \Ja*J    y' i  —  t-       \bj\ji — l^       yé 


ou  en  tin 


J  v/«  —  bx'        ^fb  '"  ^  ^'"  \\") 
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VINGT-HUITIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION   DES  FRACTIONS  RATIONNELLES. 

Cas  des  racines  simples.  —  Cas  particulier  des  racines  simples  imagi- 
naires. —  Cas  des  racines  multiples.  —  Cas  particulier  des  racines  mul- 
tiples imaginaires. 

INTÉGRATION    DES    FRACTIOJNS     RATIONIN  ELLES . 

330.  Soit  proposé  d'intégrer  la  fraction 

F  [.t]  (Ix 

F(x)   eij'[x)   étant  des  fonctions  algébriques  entières 
de  X. 

Si  le  degré  de  F(x)  n'est  pas  moindre  que  celui  de 
f{x),  on  peut  diviser  F (x)  pary"(x)  jusqu'à  ce  qu'on 
parvienne  à  un  reste  (f  {x)  d'un  degré  inférieur  à  celui 
dey(x)5  appelons  Q  le  quotient,  on  a 

ei  comme  on  sait  obtenir    /  Q^dx,  la  question  est  rame- 

née  à  intégrer  la  fraction  rationnelle      \,     -,    où  (f>(x) 

^ f{x)  ^  ^ 

est  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  f{x). 

CAS    DES    RACINES    SIMPLES. 

331.  JNous  allons  donc  chercher 


/ 


tp  (  .r  )  (la 


3l2  COURS    D  AKALYSIi. 

Soit  m  le  degré  de  l'équation 

dont  nous  désignerons  les  m  racines  par  a,  b^  c,...,  />. 

Supposons  d'abord  que  ces  m  racines,  réelles  ou  imagi- 
naires, soient  toutes  inégales.  Cherchons  à  déterminer, 
si  c'est  possible,  m  constantes  A,  B,  C,...,  K,de  manière 
que  l'équation 

o(.r]  A  B  K 


f\x)        X  —  (i        X  —  b  X  —  k 

soit  vérifiée  identiquement.  Il  faut  pour  cela,  et  il  suffit 
que  l'on  ait,  pour  toute  valeur  de  .r, 

X  —  a  .r  —  b  X  —  k 

lous  les  quotients ■,  — ^ — y?  etc.,  sont  entiers,  et  les 

^  X  —  a    X  —  b 

inconnues  A,  B,  C,  etc.,  sont  en  nombre  égal  à  m]  on 

pourrait    donc    trouver    leurs    valeurs    en    égalant   les 

coefficients  des   mêmes  puissances   de  x  dans  les   deux 

membres i  mais  on  peut  employer  un  moyen  beaucoup 

plus  simple,  et  qui   a  l'avantage  de  faire   voir  que  ces 

valeurs  ne  sont  ni  infinies  ni  indéterminées. 

Faisons  x  =  a  dans  Téquatiou  (2)  5  puisque  les  racines 

7  7  -/Il  •  /{•'^) 

a,  o,  c,...,  A   sont  toutes  inégales,  les  quotients  — —    ^ 

/(x)  fi-^)        1         •  1  1         TA'     Ml  /[-^'^       1 

— ^ — -•)  •  •  •■>  — ^^ — —  deviendront  nuls.  L)  ailleurs  ■ de- 

.r  —  ex  —  /  X  —  a 

vient  -  pour  x=:a  ;  mais  sa  vraie  valeur,  d'après  la  règle 
connue,  estf'[a).  Donc 

o{a)  =  Af'{a),      d'où     A  =  |M. 

Celte  valeur  de  A  n'est  pas  infinie,  puisque  a  étant  une 
racine  simple  def^x)^  J'[^)  n'est  pas  nulle;  la  valeui 
'le  A  est,  on  nutr<-,  'linériMitr  de  o  si  Ton  admet,  re  cpii 
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est  toujours  permis,  que  la  tonclion  — — -  soit  ii réduc- 
tible. 

Ainsi,  en  donnant  aux  eonstantes  les  valeurs  finies  et 
déterminées 

l'équation  (2)  est  satisfaite  pour  x  =  a,  x  =  b,  etc.  Elle 
aura  donc  lieu  pour  toute  autre  valeur  de  x.  Car,  si  l'é- 
quation (2)  n'était  pas  identique,  comme  elle  est  au  plus 
du  degré  ^^  —  i  par  rapport  à  x,  et  qu'elle  est  vérifiée 
pour  les  m  valeurs  de  rt,  i,  c, .  .  . ,  A,  elle  aurait  m  racines, 
ce  qui  est  impossible. 

332.   On  peut  encore   parvenir  de  deux    autres    ma- 

nieres  a  la  valeur  de pour  x  ^=  n. 

1"  On  a  (122) 

/(^•)  f{a)  f'[a){a^-n)         f^a)(^r-a)-^ 

X  —  a        X  —  a  X  —  a  i.2(j:  —  a) 


-,..., 


et  comme  y(j')  est  un  polynôme  algébrique,  entier  par 
rapport  à  x^  ce  développement  est  limité j  or,  puisque 
j\ii)  =  o,  il  se  réduit  à 

: =/  i")  +  — — r~  (-^  —  ")+••  -, 


et,  par  conséquent,  pour  x  =  «. 

lin.  -^^^  =/'i^i). 

2"  M  étant  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de.r 
dans  J  {x)^  on  a 

I^  :=--  M(.r  -  h)ix  ~c)...[x-   k), 


3i4  cocRS  d'ajnalvse. 

et,  par  suite,  poui'  x  =  a,  il  vient 

y^^2ill  ^M(a-  b){a  —  c)...{a—  k)=f\a). 

333.   La  ti^ansformatiou  (i)  étant  ainsi  opérée,  on  a 

/(p  {x)d.x  __    r  AcU  r  B  (Lr 

-fi^  =J  ;rzr-a  +  j  ^^zn  +  •  •  •  ' 

par  conséquent 


(4)      j 


"7R" 


kUx  —  a]  +  B1('^—  b)  +  . 


On  se  servira  de  cette  formule  quand  les  racines  a,  Z>, 
c,...,k  seront  toutes  réelles,  et  que  les  dillérences  x  —  a, 
X  —  ^v'-i  ^  —  ^  seront  toutes  positives ^  mais  si  x  —  a, 
parexemple,  était  négative,  il  faudrait  changer  Al  (a:  —  a) 
en  Al  (a —  x),  ce  qui  est  permis,  car  on  a 

—  dx  dx 

d\(a  —  .r)  =  = 

a  —  X        X  —  rt 

Al(.r — a)  représenterait  dans  ce  cas  une  quantité  ima- 
ginaire (n°  152). 

CAS    PAIITICULIEU    DES    UACXWES    SIMPLES    IMAGINAIRES. 

334.  Si  quelques-unes  des  racines  deléquation^  (x)  =o 
étaient  imaginaires,  la  transformation  (i)  serait  encore 
possible,  mais  le  terme  correspondant  à  une  racine  ima- 
ginaire dans  la  formule  (4)  se  présenterait  sous  une  forme 
imaginaire.  Il  vaut  mieux  alors  opérer  de  la  manière 
suivante  : 

Considérons  deux  racines  imaginaires  conjuguées, 

rt  =  a -j- S  V  —  I,      ^=a  —  6  y/  —  i; 
on  aura 

-/'{a)       /'(«^g^._,) 
G  et  H  étant  denx  fonctions  réelles  et  rationnelles  de  a  et 
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de  6.  En  changeant  \/ —  i  en  —  V —  i  -,  on  aura 

on  a  donc 

A  B  g  +  hJ^^  g  — Hy/^ 

1 r  — — — + 


•^  —  ^         X  —  a  —  6y/ —  I        X  —  a  +  êy  — 
_  2G(j:—  a)  — 2Hg 

~      [x  —  y.y  +  ^^     ' 

donc 

J\.c—a       x~b)  J    yx  —  af-k-^^       J(.r  — af-f 

fiGix—  y.)dx 

J  (:^zr^ôM^^   ^^     "^^     ^' 

/  ; 7-  =  2  H  arc  tanq    — - 


Or 


X  —  a. 


Donc 

B 


/^.     y\ 

=  Gl [(.r  —  olY  +  g2]  —  3  h  arc  tang  j  — — -'     +  C. 

De  cette  manière  on  aura  opéré  l'intégration  de  la  Irac- 
tion  rationnelle  -  '  ;  ,    ?  si  toutes  les  racines  de  1  equa- 
lion  f{x)  =  o  sont  inégales. 
335.   Exemples. 

'f(x)         (3  —  'Xx)dx  (3 —  ix)d.r 


f(x)  X- — X  —  2  (x-\-i)(x —  2) 

Posons 

3  —  2.r  A  B 


.»;-  —  X  —  2         X  -\-  i         X  —  2 

Kii  subsliluant  siiccessiveinenl  —  i  et  -h  2  à  x   dans 


3i6  COURS  d'analyse. 

'*'        —  ,onaA  =  —  izi      B  =  —  -•  Par  consé- 


f'{x)       2x— I  3  3 

quent, 

(3  —  'i.x\dx  5      d.T  I      dx 


x"^ — X — 2  3  a;  H- I         Zx  —  2' 

d'où 

f(3  —  ix)dx  5  ,,  .         I  ,,  , 


Posons 


f[x)       a} — x"^ 
\  A  B 


rt'  —  x"^        X  —  a        X  -\-  a 
cp(j:)    i  — I  -.  I 


on  a  -^, — r  = >      A  = >      B  z= 

j   yx)  "xx  ia 

d'où 


= \{x  —  a)-\ \[x  +  a)  -f-  C. 


r 

J  a^  —  x"^  2a    '  '        2a 

ou 


J  «^ — o:^        -xa     \x — a)  ici      \    x  —  a) 

30  y(x)  __     (3^+  '^)dx 

/{x)        2.r' — 3,r  +  5 

Comme  l'équation  ix^  —  3  j:  +  5  =:  o  n'admet  que  des 
racines  imaginaires,  nous  allons  opérer  l'intégration 
directe  de  cette  fraction  sans  la  décomposer  en  fractions 
plus  simples. 

La  dérivée  de  2X^ — 3a:  4- 5  est  4-^  —  3  :  divisant 
3a:  4-  7  par  4-^  —  3,  on  aura 

3jrH-7  _  3  37 

4^-3~4       4(4^-3)' 

et,  par  suite, 

,     _^  5(4^-3)  +  ^ 

3>-  +  7      _4_ 4  . 

■2.1-^ —  3x  -{-  5  2.r^ —  3.r  -|-  5 
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d'où 

J    2x' — 3a:-l-5        4./    ^-^^ — 3.r+5         4  1/    2j:^ — 3.r+5' 

OU 

f  (3A-H-7)r/j;  3,,  ,  ^,        37    f  rfx 

J    2^2— 3.r  +  5        4  4  J  2^:-^— 3x+Ô 

Or  on  a 

37   /*  fljc  37     /^  r/j: 


37  r      (ix      _^i  r 

■4" J  2^=— 3.r-i-5  ~~^   I  7 


3\=      3i 


Cette  dernière  intégrale  est  égale  (n*'  329,  5")  à 
4  4-^  —  3 

on  a  donc  enfin 

'])dx 


r{3x- 
J  2^^— 


Sa;  -+-  5 


3  317  /^ 3 

=  jl{'?.x'^ —  3a-  +  5)  H -=arc  tang^    h  C. 

4  2  y/3i  y3i 

4°  Plus  généralement,   si  l'expression  à  intégrer  est 
î  on  Ja  mettra  sous  la  lorme 


{x  —  a)2H-i 


M  2.(x  —  cx.)dx        ,,,  ^„  dx 


■X  {x  ~  c^Y -^  <??       ^  '  (j7_a)^_|_6'2 

Mais  (n«  329), 

/l[x  —  a  )  dx         ,  r ,  ,         „  , 


3i8  couns  d'atsalysf. 

donc  enfin 

r       M  r  -4-  N 

dx 


J   (.r  — a)^+6 


fr 

—  _l[(j:_a)^-f  6^]  H arctang — f- C. 

9,  O  o 


CAS    DES    RACINES    MULTIPLES. 

336.   Dans  le  cas  où  le  dénominateur  de  ^-7^—7-  admet 
des  facteurs  multiples,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

/(.r)  =  M(j:  —  a)"ix  —  h)P{x  —  c)l .  .  .{x  —  k), 

il  est  impossible  de  trouver  des  valeurs  de  A,  B,  C,...,  R, 

capables  de  vérifier  l'identité 

^{x)  _       A  B 


f{x)         X  —  n        .r.  —  b 

En  effet,  si  l'on  réduit  tous  les  termes  du  deuxième 
membre  en  une  seule  fraction,  le  dénominateur  de  cette 
fraction  ne  contiendra  x  —  a  qu'à  la  première  puis- 
sance, tandis  que  ce  binôme  entre  à  la  n"""^  puissance 

dans  f{x),   et  que  d'ailleurs  la  fraction   ^.^ — r  est  sup- 
posée irréductible. 

Afin  de  découvrir  le  mode  de  décomposition  propre  à 
ce  cas,  supposons  d'abord 

/{x)  =  {x-aY. 

On  a,  d'après  la  série  de  Taylor  (122), 

^(x)  (p(o)  ?'(^)  I  '?"{a) 


{x  —  a)"         [x — a)"        [x  —  a)"-'         1.2   (x  —  a 


n— J 
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Ce  développement  ne  s'éiend  pas  plus  loi  a  parce   que 
9  (a:),  dans  le  cas  où  f^x)  =  [x —  a)",  est  au  plus  du 

defirré  n  —  i.  Il   résulte  de  là  que  ^ — :  est  décomposable 

^  *      /[■^}  ^ 

en  ri  fractions  ayant  chacune  pour  numérateur  une  con- 
stante, et  pour  dénominateur  une  puissance  de  x  —  a. 
Le  problème  est  ainsi  ramené  à  intégrer  des  fractions 

d.T 
de  la  forme  , — :,•  Cette  différentielle  pouvant  se  met- 

{ .r  —  rt  )*  '^ 

1      r  ^H^ «)  •  •        ^         1 

tre  sous  la  lorrae t-k  •>  ou  voit  que  son  inteafrale  est 

[x  —  n]''  ^  '^ 

^  si   h  est  ^  I ,  et  1  (.r  —  a)  si  h=  i. 


[h—  i)(.r  —  nf- 

337.  Cherchons  maintenant  à  opérer  une  décomposi- 
tion analogue  à  la  précédente,  dans  le  cas  général,  c'est- 
à-dire  quand  on  a 

/(.r)  =  M(x— «)''(x—  b)P{x  —  c)'{...{x~k)  ={x  —  a)"/,{.T). 

Soient  A,  Al,  A2,  A:,,...,  A„_,,  n  coefficients  assujettis 
à  vérifier  l'identité 

■p  (  -ï")  A  A,  A„_,  tJ>  (x) 


f{x)        [x  —  a]"        {x  —  rt)"~'  X  —  a       f{[^) 

^  [x]  étant  un  polynôme  rationnel  et  entier  par  rappoit 
à  X.  Si  l'on  multiplie  cette  équation  par  y  (a:)  et  que  l'on 
fasse  passer  dans  le  premier  membre  les  termes  qui  con- 
tiennent A,  Al,  Aa,...,  A„_i,  il  faudra  que  l'on  ait,  pour 
toute  valeur  de  x, 

(i)  \  I  \  )  \  I 

\  X  —  a 

Maintenant,  en  développant  rp  (.x)  suivant  les  puissances 
de  .r —  rt,  on  aura 

fù"{a) 
o(.r)  =  <p(fl)H-f  (a)  (x  -a)^l—!-{x  —  ay-h 
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On  obtiendra  pour  /  (a?)  un  développement  analogue^ 
mais  comme  a  est  une  racine  multiple  de  l'ordre  «,  /(<7), 
f  [a), .  .  . ,  f"~^  {ci)  sont  nulles,  et  l'on  a  simplement 

f("Ua]  f("+')(a] 

'^  '       I  .Q....n  i.?..3...(//  -^  i) 

Substituons  ces  valeurs  àe(s^[x)  et  de/^(j:)  dans  l'é- 
quation (i)  :  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances 
de  (:r  —  «),  le  premier  membre  deviendra 

(B  (  fl  j  —  A  


Ll.?.  I.2...(W+C>.)  I.2...(«-t-l  j  "I.2...//J 


Ll. ?....«  I.2...2W  '   I  .  2..  .(2«  +  l)  I 


Or,  comme  le  second  membre  est  divisible  par  {x — «)", 
il  doit  en  être  de  même  du  premier.  Il  faudra  donc  que 
les  coefficients  de  toutes  les  puissances  de  x  —  a,  dans 
le  premier  membre,  jusqu'au  coefficient  de  [x  —  a)"~^ 
inclusivement,  soient  nuls. 

En  égalant  à  zéro  ces  coefficients,  on  aura  n  équations 
du  premier  degré,  qui  donneront  pour  A,  Ai,  Aa,..  ^  A„_, 
un  système  unique  de  valeurs  finies  et  déterminées,  car  les 
dénominateurs  des  valeurs  inconnues  sont  les  différentes 
puissances  de^'"^  (a),  et  par  hypothèse/^"^  (a)  n'est  pas 
nulle. 

338.   Ayant  ainsi  mis  |rf— |  sous  la  forme 

A          ,            A,                             A„_,      ,   ^{■■^) 
7 r  +  ', rr~,  +  •  ■  •  +  ■ 1~  V  t   \  ' 
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1  >  ^(•^)  1      r 

on  mettra  de  même  ■—-, — r  sous  la  rornie 

/(•r) 


[x  —  bf        [t  —  by-'        '"       X  —  b       f,{x) 
/■}.{x)  désignant  le  quotient  de  la  division  de  ^i  [x]  pai 

{x  —  hy. 

En  continuant  de  la  même  manière,  on  finira  par  ob- 
tenir le  développement 

y(^)  _  A  A,  A„_, 

f{x)        [x  —  a)"        [t  —  «)"—' 

B  B, 

+  : Tx:—,  H--  •  •  + 


'    {x~  h]P        [x  —  b)P- 
C  C, 

^- 


{x  —  c)l         {x  —  c)9' 


X 

a 

B,_ 

., 

X  

b 

c.- 

1 

X  

<: 

K 

-4- j, 

X  —  /■ 

expression   qui,    multipliée  par  dx,   sera    très-facile   à 
intégrer. 

La  décomposition  précédente  ne  peut  se  faire  que  d'une 
seule  manière;  car,  si  les  constantes  Ai,  Ao,...,  A„_,  rela- 
tives à  la  racine  a,  par  exemple,  étaient  susceptibles  de 
plusieurs  valeurs,  on  devrait  les  trouver  en  commençant 
la  décomposition  par  cette  racine.  Or  on  n'a  trouvé 
qu'une  seule  valeur  pour  chacune  de  ces  constantes.  Donc 

la  fraction  ^ — -  ne  peut  se  décomposer  que  d'une  seule 

manière  en  fractions  simples  de  la  forme  considérée. 

CAS    PARTICULIER    DES    RACIJNES    IMAGINAIRES    MULTIPLES. 

339.  Si  quelques-unes  des  racines  multiples  de  l'équa- 
tion   /"(.r)  :=  o    étaient    imaginaires,    jp   développement 

I      "'"  rdilion .  2  l 
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..       (i{x)  „  .         ,  .  .  .  , , 

de  tH — :  renicrmerait  des  imasrinaires  que  Ion  pourrait 

A  x)  o  -1  r 

faire  disparaître  en  groupant  d'une  manière  convenable 
les  ternies  relatifs  aux  racines  conjuguées  5  mais  il  est 
plus  simple  d'opérer  de  la  manière  suivante. 

Soient  adzê  y —  i  deux  racines  conjuguées  de  l'équa- 
tion f{x)  =  o,  et  n  leur  degré  de  multiplicité.  Posons 

(f[x) A.T  +  B  A,j:  +  B, 

Aj.r  +  B.2  ^  ^    A„_|.rH-R„_,         'H-^) 


A,  B,  Al,  Bi,  etc.,  sont  des  constantes  qu'il  s'agit  de  dé- 
terminer; ^  [x)  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x, 
e.lfi  [x)  le  quotient  de  /(:r)  divisé  par  [[x  —  a  Y  -h  ê^]". 
On  doit  avoir  l'identité 

\(^)_(A^+B)/;(a:)-(A,^  +  B,)[(.r-x)^-}-6^]/,(.r) 

—  (  A,.r  -4-  B,  )  [ ( .r  -  y.y  +  g=  J^/  (  .r  ) 

—  (A„_,.r  -h  B„_,  )  [{x  -  a)=  -h  S^]"-'/i  [x] 

Les  constantes  A,  D,  Ai,  Bi ,  etc.,  doivent  donc 
être  choisies  de  telle  sorte,  que  le  premier  membre  do 
cette  équation  soit  divisible  par  [(.r  —  a)^-l-ê^]" 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  manière  que,  pour 
x=  a-{-  ê  s/ —  I,  ce  premier  membre  devienne  nul,  ainsi 
que  ses  n  —  i  premières  dérivées.  On  aura  ainsi  n  équa- 
tions, dont  chacune  se  partagera  en  deux,  car  il  faudra 
égaler  séparément  à  zéro  la  partie  réelle  et  la  partie  ima- 
ginaire de  chaque  équation. 

Dans  la  première  équation,  tous  les  termes  qui  suivent 
le  second  contenant  [x  —  a)^-l-  ê"  en  facteur  deviendront 
nuls  pour  x  =  a  +  ê  \l —  i .  Cette  équation  ne  contient 
donc  que  A  et  Tî,  et  comme  elle  se  décompose  en  deux,  on 
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pourra  ainsi  trouver  les  valeurs  de  A  et  H.  Quant  à  la 
seconde  équation,  obtenue  en  prenant  la  dérivée  des  deux 
membres  de  la  première,  elle  ne  contiendra  que  A,  B, 
Aj,  Bi  quand  on  aura  fait  a:  =  a  -)-  G  y  —  i ,  et  comme  A 
et  B  sont  déjà  connus,  et  que  cette  équation  se  sépare  en 
deux,  elle  donnera  les  valeurs  de  A^  et  de  Bj.  On  obtien- 
dra de  la  même  manière  les  autres  constantes. 

Ce  calcul  fait,  on  opérera  ensuite  la  décomposition  de 

-jr-, — \  en  différents  termes  dont  la  forme,  coanue  d'après 

tout  ce  qui  précède,  dépendra  de  la  nature  des  facteurs 
binômes  de  _/i  (^). 

340.  Le  cas  des  racines  imaginaires  multiples  conduit 
donc  à  intégrer  des  différentielles  de  la  forme 


n  étant  un  nombre  entier  et  positif.  Or  on  a  identique- 


ment 


r    [kx-\-'^)dx     _    r    k{x  —  y.)rlx      ^      r  (Aa-t-B)^^: 
j[(^.__a)^+^=J"-j[(.r--a)^-t-S=J"^j['(^-a)^  +  gf 

Si  l'on  pose 

[x  —  a )^  -h  6-  =:  t,      d'où      2  (a-  —  y.)dx  z=  dt, 

on  a,  à  une  constante  près,  lorsque  /z  est  ^i, 

r    k{x — a)dx      _   fAdt_  A 

J  [(.r— a)^  +  ê^]"  ~J    Jr~~  i[n  —  i)  t"-' 


9.  («  —  I  )  [ (x  —  «)2 -h  6^]"-' 


et,  lorsque  /z  =  i , 

/k{x  —  a.)d.r         A  ,  r ,  ,         ^  -, 

Reste  donc  à  déterminer 


/ 


A  a  H-  B  )  dx 
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Pom  cela,  soit  .r  —  a  =  6z,  d'où  dx  =  ^dz\  on  a 

A  a  H-  B    /•      dz 


r    (A«4-B)t&     _Aa  +  B    /• 


en  sorte  qu  on  est  ramené  à  trouver 


Je -<-=■)■' 


c'est  donc  cette  dernière  intégration  qui  doit  maintenant 
nous  occuper. 

341.  On  a  identiquement 

z^dz 


[ais 

r     z^dz  I    r       7.zdz 


et 


^^^=  _  ^  r \ 1 . 

par  conséquent,  en  intégrant  par  parties,  on  a 

/z'dz      _  z  i  r        dz 

(l  +2^)"  ~"  ~  (2rt  — 2)(l-hz7'-'  ^   2/?—  2.  j    (l  -j-z^)—»' 

Substituant  cette  valeur  dans  (i),  il  vient,  en  réduisant, 

J'*      dz  z  in  —  3    r        dz 

(i  -+-z^)"  ~  {2rt  — 2)(i-|-z=)''-'  ~^  2n  —  a.J   (i-h  z')"-' 


Ainsi  la  recherche  de    /  , ^^-y-  est  ramenée  à  celle  de 

r     dz        J      .  1     •< 

f  ;  de  même  cette  dernière  serait  ramenée  a 

J  (i+z^)"-'' 

celle  de    /  -, ^ — 5  et  ainsi  de  suite,  et  comme  n  est 

un  nombre  entier  positif,  on  sera  finalement  conduit  à  la 
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recherche  de   /  ^  qui  est  égale  à  arclangz.   L'inté- 

,  (h  .  , ,      j       (  A  a  -f-  B)  «f-r 

eration  de  ;; —5  et  i)ar  suite,  celle  de — ^7:-  se 

"  (iH-z'j"         ^  [(j:  —  af  H- 6'J" 


trouvera  ainsi  effectuée. 

/dz 
, -r-  de  la  manière 
(1  +  =')" 

suivante.  Posons 

t-=.  arc  tangz  : 
il  en  résulte 

dz  dz  dt 


dt  = 


I  +  Z^  (1+2')"            (l+3'')"-' 

or 

I  ..    ^             dz 
=  cos'r,     don     ; =  cos'''~'m/^: 


par  suite 


/- —        ,    =    1  co^-"-- tdt. 


On  connaît  différentes  manières  de  parvenir  à  cette  der- 
nière intégrale  :  une  des  plus  simples  consiste  à  dévelop- 
per cos^"~''z  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  t  fn"  146, 
formules  (i)  et  (2)].  On  obtient  ainsi  un  développement 
limité,  et  dont  chaque  terme,  multiplié  par  dt,  s'intègre 
très-facilement. 
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INTÉGRATION  DES   FONCTIONS   IRRATIONNELLES. 

Fonctions  qui  ne  conliennent  que  des  irrationnelles  monômes.  —  Fonc- 
tions qui  contiennent  un  radical  du  second  degré.  —  Intégration  des 
différentielles  binômes.  —  Cas  d'intégrabilité.  —  Formules  de  réduction. 


FONCTIONS   QUI    NE    CONTIENNENT    QUE   DES    IRRATIONNELLES 
MONÔMES. 

343.  Une  fonction  qui  ne  contient  que  des  monômes 
irrationnels  est  toujours  intégrable.  Ainsi,  supposons  que 
l'on  veuille  obtenir 

/    [i  ->r-  \jx  —  yj  x"^  ]  dx 

J  I  +  V'.'" 

Cette  intégrale  peut  s  écrire 

(  I  -f-  .7;^  —  x^  )  dx 

I   -h  JT-' 

Or,  si  l'on  l'ait 

X  z=  t%      d'où      dx  ^^  Gt^dt, 

on  aura  la  fraction  rationnelle 

•  5 

ou  6dl  i  —  t'-h  t'  -\-  t^~  t''-\-  t-—  i  -i- 


f 


~^    ' 


I  4-  t 

dont  l'intégrale  est  égale  à 

3  6  ^  .       ^         r 

—  y  ?'  H —  t'  -h  t"  —  -^  i  -^  'f"  —  b^  +  b  arc  tang^  +  C, 

4  7  5 

cl  il  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  /  par  \/x. 
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344.  On  ramène  au  cas  précédent  toute  fonction  qui 
ne  contient  que  des  radicaux  portant  sur  un  même  bi- 
nôme du  premier  degré.  Ainsi,  soit  à  chercher 


J 


[x-  -+-  ^{ax  -f-  ^)-  j  d.v 


.r  H-  \Jax  -h  /; 
On  posera  ax  -\-  b  =^  /'',  d'où 

t"^  -—  h  ,  6t^  dt 


d.T  = ,       ^  (  ax  +  b)-  =r  /*  ; 

Il  il 

par  suite  on  n'aura  phis  à  intégrer  que  la  fraction  ration- 
nelle 

6  V[{f  —  /y)-+  n-f']  dt 
a^  t<'  —  b  +  (it- 

FONCTIONS    QUI    CONTIENNENT    UN    RADICAL    DU    SECOND 
DEGRÉ. 

345.  Nous  passons  maintenant  à  l'intégration  des  fonc- 
tions qui  contiennent  la  racine  carrée  d'un  trinôme  du 
deuxième  degré  tel  que  a  -\-  hx  -4-  x"-  ou  a  -+-  hx  —  x}  : 
le  trinôme  peut  toujours  être  ramené  à  l'une  de  ces  deux 
formes  en  faisant  sortir  du  radical  le  coefficient  de  x"  pris 
avec  le  signe  -t-. 

La  méthode  que  l'on  emploie  consiste  à  transformer  x. 
sja  -\-bx±  x'-  et  dx  en  fonctions  rationnelles  d'une  nou- 
velle variable,  de  manière  à  ramener  le  problème  à  l'in- 
tégration d'une  fonction  rationnelle. 

Supposons  d'abord  que  le  terme  .x",  sous  le  radical, 
soit  précédé  du  signe  -+-.  On  pourrait  indifïéremmcnt 
poser 

\a  -+-  hx  -i-  x'  z^i:  z  zt:  r  ; 

prenons  z  — x  i  en  élevant  au  carré,  on  aiirn 

il  4-  h.r  =  z-  —  ■>.  xz  ; 
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d'où 


[  2  )  \,  a  -{-  bx  -}-  x'^  =  z  —  X  = 


b  -t-  2  3  ■ 

n  -\-  bz  -\-  z- 


0  -\-  iz 


{b-\-9.z)-i.zdz  —  fz'  —  a]-2.dz        (a  ■+■  bz  +  z^)ldz 

1 6  )      dx  =  j ^— = 

*'    '  [b-^izY  [b  +  izf 

La  substitution  des  valeurs  (i),  (2),  (3),  dans  la  fonc- 
tion donnée,  la  changera  eu  une  fonction  rationnelle  de  z, 
qu'il  sera  dès  lors  facile  d'intégrer. 

346.   On  peut  encore,  quand  a  est  ^  o,  poser 


\  a  -\-  bx  -\-  X-  =^  si  a  -\-  xz\ 

en  élevant  au  carré  et  divisant  les  deux  membres  par  x, 
on  aura 

b  -^  X  ■=!  IZ  \j  o  -\-  .TZ"^', 

d'où 

.  -îzsja  —  b 

(4)  ^ 


I  - 


[5)  v'^  -\~  bx  -\-  X- 


Sj  a  —  bz  -]-  \jn 


,f..                           ,          {z\!a  —  bz-^^a)idz 
(o)  dx— — 

[i  —  z'r 

347.  Exemples. 

dx 


J  v/« 


-f-  bx  -}-  x^ 
Employons  la  première  transformation  cl  posons 


sja  -+-  bx  -Jr  -JC^  =^  z  —  .?-. 
D'après  les  formules  (2)  et  (3),  on  aura 

r  dx  ^      /*     dz     ^/b         \ 

J    ^„  4_  hx  -f-  .r'  I    t_^.~     \-        "/ 
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donc,  en  remplaçant  z  par  sa  valeur  x  +  sa  -j-  fex  -h  .x*, 


on  aura 


i  =  1     -  H-  X  -F-  vV  -f-  6  J  ■+-  "tM  +  <-• 

Quand  ^  =  G,  cette  formule  devient 

r,  =  1  (x  4-  y/a  4-  x^ 

sja-^-x" 


j    V/«H 


G. 
4-  A)  r/a: 


-f-  Aj:  +  j:= 

Il  est  facile  de  ramener  cette  intégrale  à  la  précédente  j 
on  a 

( \-  x\  da: 

[b-\-l.v)dx  \i 


d  \ja  +  b.r  4-  .?.-  = 


•?.  \/a  4-  è-a:  +  t'^       \Ja  -\-bx  -\-  x' 

Si  le  numérateur  de  la  fonction  proposée  était  — \-  x^  on 
pourrait  immédiatement  intégrer  cette  fonction.  Or 

..^  g{-^x\dx  (h  —  ^\dx 

{gx-^h)dx    ^  \a.  )  \  2/ 

sja  4-  b.x  -\~  x''       \ja  -^  bx  -\-  x''       \'a  +  bx  4-  x^ 
donc 


r(gx+h)dx ^  /fV 


--{-x]dx  ,^      r*  1 


i-\-bx-\-x^       \         "^  I J  <Ja  +  bx-{-x- 
■.g\Ja+bx-hx^-i-(h—  —  \  1  /-4--/:+V«  "1-  ^f^ -h  ^A  +  C. 

348.   Occupons-nous  maintenant  de  l'intégration  de 

/'(.»- ,  \/a  4-  h.r  —  .r')  dx. 
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D'abord,  si   a  est  ^  o,  ou  peut  employer  la  seconde 
transformation.  On  posera 

y«  -i-  bx  —  j;^=  y/a  +xz^     d'où     h  —  j:  =  2c\/«-f-  :»"2;''; 

dont: 

b  —  izsja 


(0 


\Ja  -i-  bx  —  J7^  = 


\ja  +  /;z  —  z^  \ja 


dx  = 


2(3-  ya  —  ^z  —  sjajdz 


(I 


349.  11  existe  une  troisième  transformation  qui  permet 
d'intégrer 

f  [x  ,  \Ja  H-  b.r  ±  x-)  dx , 

(juand  les  deux  racines  du  trinôme  a-\-bx±x^  sont 
réelles  (dans  le  cas  où  a:^  elle  terme  constant  sous  le  ra- 
dical ont  le  signe  —  les  racines  doivent  être  réelles,  pour 
que  le  trinôme  ne  soit  pas  constamment  négatif). 

Supposons  d'abord  que  le  terme  x^  sous  le  radical  ail 
le  signe  +;  soient  a  et  S  les  racines  de  l'équation 

^  +  /^.r  +  .r-=  G, 
on  aura 

n  -i-  b.T  -+-  x^  =  [x  —  a.)  [x  —  S). 

Posons 


V  a  -\-  bx  -\-  x'  =  {x  —  a  ) r.     ou      a  +  bx -h  x-^=  [x  —  a )'■'  ;•-, 
il  en  résulte 

[x  —  ol)  [x  —  ^)=  (x — «)'z%      ou      X — Ç  =  (.r— a)s'; 
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par  conséquent, 

6  — a)z 


V      / ; /  N         i^  —  c^z"        \ 

(2)     ya-f-oj; -t-.r- =(  X  —  a)z=l -^ -jAz: 

—  (i — z-)lazdz-\r[^  —  a.z'^)'2.zdz        2(6  —  a.)zdz 
3)     dx  =  — =  — -r-, 

Il  faut  modifier  ces  formules,  quand  le  terme  x^-  est 
précédé  du  signe  —  :  on  écrit  dans  ce  cas 

a  -h  bx  —  .r-  =  (  .r  —  f^  )  (  §  —  -^  )  ■ 
Posons 

\/a  -\-  bx  —  x-^  (x  ■ —  a)  z, 
d'où 

6  —  X  =  [.X  —  y.  )  z', 

et,  par  suite, 

(4)  ^  =  .  ^  ,  ' 

1  +  z' 

(5)  \ia-\-bx  —  x-={x — a):; 

(6)  dx 


I  -+-  z- 
(l  +  z'')iaizdz  —  (g -4-  az-)izdz         2  (a  —  êjz^'/z 


i  +  z^j^  (I-f-^^)' 

350.   On  peut  appliquer  cette  méthode  à 

dx 


Js/â 


+  bx  —  x- 
mais  il  est  plus  simple  de  ramener  cette  intégrale  à 


r  dt 


On  a 

dx  dx 

\ja  -^  bx  —  x"^ 


v/«+|-(-0" 
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Soit  maintenant 


x-  :=  f  4  /  flt  H-  — ,      (l  OÙ     da:  ■=:  —  clt  Kl  a  -\-  -r\ 

2  V  4  V  4 

on  a 

b  —  2x 


ç       cix       _      r   dt    _ 

J  \Ja-\-bx  —  x'^  J  \l^  —  t' 


arc  cos 


v4«  -H  b' 
Si  a  ■=  o, 


/; 


dx                            b  —  2 . 
arc  cos ; — 


\J  bx —  X- 

351.   Les  méthodes  précédentes  permettent  d'intégrer 
une  fonction  rationnelle 

/(./:,  y/a-  _f-  «  ,    y'.r  ^  b)  dx, 

qui  contient  des  radicaux  du  deuxième  degré  portant  sur 
deux  binômes  différents  du  premier  degré. 
En  effet,  posons 

y  X  +  a  =  z, 
d'où 

.r  =  z'  —  a,      sjx  -i-  h  =  yz^  —  a  -h  b  ,      t/.r  =  -îzdz. 


Par  suite,  J  {x,  \Jx-\-a,  \Jx-{-b)dx  devient  une  cer- 
taine fonction  F(z,  \J z'^  —  a-\-b)dz,  qu'il  est  possible 
d'intégrer  d'après  les  méthodes  exposées  dans  cette  leçon. 

mtégratiojv   des  différentielles  binomes.  cas 

d'intégrabilité. 

352.  On    appelle   différentielles    binômes    celles    qui 
sont  de  la  forme 

x"'{a  ■+■  bx")Pdx. 

On  ne  diminue  pas  la  généralité  de  cette  formule  en 
supposant  que  m   et    n  soient   des  nombres   entiers  i    si 
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l'on  avait,  par  exemple,  x'  \a-irbx-)  dx,  on  ferait 
X=  z%  d'où  dx  =  6z^  dz^  et  la  question  serait  ramenée 
à  intégrer  6z^  [a  -\-  bz^ydz^  difïérenlielle  binôme  dans 
laquelle  les  exposants  de  z^  hors  de  la  parenthèse  et  dans 
la  parenthèse,  sont  des  nombres  entiers. 

On  pevit  de  plus  supposer  «^o,  car  si  l'on  veut  in- 
tégrer X'"  [a  -+-  bx~"Ydx,  il  suffit  de  faire  x  :=  —  pour  ra- 
mener cette  intégration  à  celle  de  —  z~"'~^  («  -\-bz"Ydz, 
où  l'exposant  de  la  variable,  dans  la  parenthèse,  est  po- 
sitif. 

Quant  à  p,  on  doit  le  supposer  fractionnaire.  En  effet, 
si  p  était  un  nombre  entier  positif,  on  aurait,  en  dévelop- 
pant [a-\-bx"Y,  un  polynôme  entier,  et  si  p  était  entier 
et  négatif,  on  aurait  une  fraction  rationnelle -,  dans  ces 
deux  cas,  l'intégrale  s'obtiendrait  par  les  procédés  qui  ont 
été  exposés  dans  les  précédentes  leçons. 

353.  Pour  trouver  d'autres  cas  où  la  différentielle 
X'" [a  ■+- bx^y  dx -piùsse  être  intégrée,  posons 

n  -+-  h.v"  =  z, 
d'où  résulte 


—  I 


La  différentielle  devient  alors 


dz. 


et  l'intégration  pourra  se  faire  si 


(i)  .  =r  un  nombre  entier, 
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En  effet,  si  p  est  éeal  à  la  fraction  -5  en  faisant  z  =  V 

r 

on  sera  ramené  au  cas  d'une  fonction  rationnelle.  L'inté- 
gration sera  donc  possible. 

354.  On  trouve  un  autre  caractère  d'intégrabililé,  en 
écrivant  la  différentielle  binôme  sous  cette  forme  : 

x"'+"P  (  a.r.-"  -+-  b)P  dx. 

La  condition  qui  vient  d'ètie  trouvée  devient  pour  cette 

1       tn  -\-  iip-\-\ 

tormule  : 5  ou 

—  n 

/    \  »/  + 1  ,  . 

(?.)  -l-y^  =  un  nombre  entier, 

n 

condition  qui  pourra  être  remplie,  quand  la  première  ne 
le  sera  pas. 

Par  exemple,  pour  la  différentielle  x'"  (a-{-bx^)'Ulx, 
on  a 

4-f^_5     4  +  1   ,  '  _^ 

^"-3'  3       +3~     ' 

et  la  deuxième  condition  d'intégrabililé  se  trouve  seule 
remplie. 

RÉDUCTION    DE   l'eXPOSANT   DE    X   HORS   DE    LA  PARENTHÈSE. 

355.  Comme  il  n'est  pas  possible,  en  général,  d'inté- 
grer la  différentielle  binôme  x'"  (a+  bx")Pdx,  il  faut  la 
ramener  à  d'autres  intégrales  plus  simples  ^  on  y  parvient 
au  moyen  de  l'intégration  par  parties.  On  a 

/  .^'n  (a  -l-  bx")P  dx=  I  x'"-"-*-'{a  +  bx"y  x"-'  dx  r=  j  udc, 

en  posant 

{a  -f-  b.r")P-*-' 


«==.r"'-"+',      ('  = 


nb{p-h  i)    ' 
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et,  par  suite, 


(  I  a;"'{a  -h  bx")Pd.7: 

, T, T    /  .ï'"""  [a  H-  bx"  )P+'  dv. 


La  nouvelle  intégrale  contenue  clans  cette  formule  sera 
plus  simple  que  la  proposée  si  m  est  positif  et  ^  «,  et  /> 
négatif,  car  alois  p  +  i  aura  une  valeur  absolue  <Cp. 
Mais  on  peut  trouver  une  formule  dans  laquelle  l'exposant 
dex  hors  de  la  parenthèse  soit  seul  diminué.  En  etïet,  on 
a  identiquement 

x"'-"[a  -+-  bx"y-*-'  =  .r"""[a  -+-  bx"y{a  -+-  bx") 
z=znx"'-"[a  -+-  bx")P -t  bx"'{a  -+-  bx")''. 


Par  conséquent, 

:=a  l  X"—"  {a  +  bx"y  dx  -\-  b   \  x"'[a  -+■  bx"Y  dx. 
Stibstituant  cette  valeur  dans  l'équation  (a),  on  aura 

{ a  H-  bx"y^  '        m  —  n-\-\        C 
nb[p  +  i)  Hb[p+i)     J  ^  > 

b  \  x"'{a  -{-  bx"  y  dx. 

Par  suite,  en  transposant  le  dernier  terme-ct  réduisant, 

l  I  x"'{a  ■+  bx"ydx 

(A)         -^ 

1       x'"-"+^ia  +  bx"y^'        a{m  —  n-^\)r         ,         ,     ^ 

\  b  (  np  -h  w  +  1  )         b{fip  H-  /«  +  I  )  J  :  ' 

L'iirtégration  de  x"' [a  -+-  hx")'' dx  est  ainsi  ramenée  ;\ 
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la  recherche  de 

x"''~"[a  ■+-  bx"y(lT\ 


j- 


on  fera  dépendre  celle-ci  de 

.r'"-="(o  +  bx")Pdx, 


f' 


et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  si  m  est  positif  et  plus  grand 
que  «,  en  désignant  par  in  le  plus  grand  multiple  de  n 
qui  soit  inférieur  à  m,  on  sera  ramené,  après  un  nombre  /' 
de  réductions,  à  l'intégrale 


/■ 


x"'-'"[a  +  b.r'')Pdx. 


Si  l'on  avait  ni  —  ùiz=n  —  i,  cette  dernière  intégrale 
pourrait  s'obtenir  irâmédiatement,  car- elle  deviendrait 


/ 


.r"~ '  [a  -+-  hx" Y dx 


nb[p-\-\) 


Mais  i  égalité  m  —  ui  =^  n  —  i   revient  a =  z  -t-  i , 

et  la  première  condition  d'intégrabilité  (353)  est  rem- 
plie. 

Lorsque  np  -+-  m  4-1  =  0,  le  second  membre  de  (A) 
prend  la  forme  co  —  00  ,  et  celle  formule   devient  illu- 

soire.  Mais,  comme ~'^  P  *^^^  ^S^^  ^  ^^  c  est-a-dire 

à  un  nombre  entier,  on  retombe  dans  le  second  cas  d'in- 
tégrabilité (354),  et  l'intégrale  peut  s'obtenir  directe- 
ment, 

UÉDUCTIOW    DE    l'eXPOSANT    DU    BINOME. 

356.  Dans  la  transformation  (A)  la  réduction  portait 
sur  l'exposant  de  x  hors  de  la  parenthèse,  tandis  que  le 
facteur  [a  -\-  bx"Y  ne  changeait  pas.  On  peut  maintenant 
au  contraire,  laissant  le  facteur  x'"  invariable,  ramener 
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la  recherche  de  l'intégrale  proposée  à  celle  d'une  inté- 
grale dans  laquelle  l'exposant  de  a  -f-  bx"  sera  diminué 
d'un  certain  nombre  d'unités. 
En  elïet ,  comme 

.If' ( a  4-  bx" )P  dx=[a  +  bx" )P  d  — , 

on  aura  ,  en  intégrant  par  parties  , 

t  I  x'"{a  -{-  bx"y  dx 

b.r"]P  n/ib       C  ,  .      > 


m  -+■  I 


I  x"'+"[a 


Par  cette  formule  ,  l'exposant  du  binôme  a  4-  bx"  a 
bien  été  diminué  d'une  unité,  mais  l'exposant  de  x  hors 
de  la  parenthèse  a  été  augmenté  de  n  unités.  Pour  réduire 
ce  dernier  exposant,  on  change  m  en  ?7i -{- n ,  et  p  en 
p — I,  dans  l'équation  (A)  5  il  vient 

I  .v'"-^"{a  -\-  bx"]P-'  d.r 

=  -1-, —  -rr '■ \    /  ^"^  («  +  hx"]P-  '  dx  ; 

b{//p  -i-  m  4-  \)        b  [np  4-  ///  -h  1)  J 

par  suite,  en  portant  cette  valeur  dans  l'équation  (c), 


/•■ 


.r"'(«  4-  b.r"Y  dx 
.r"'+'  [a  4-  bx")P  npaf'-*-^  [a  4-  bx")P 


m  -\-  i  (  /rt  +  I  )  (  /?/?  4-  /«  4-  I  ; 


np  4-  /«  4- 
et ,  en  réduisant , 

l  /  x"'  [a  -\-  bx")P  dx 

—  ^ /  X"'  I  rt  4-  bx"  \P-  '  dx. 

I  iij)  -\-  m  -Jr  \  J  ' 


'   I         x"'+'  [n  4-  b.r"\P 


\  .         np  4-  m  -\- 

I.    2.^  édition. 
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Au  moyen  de  celte  formule,  on  ôlera  successivement 
Je  p  toutes  les  unités  que  contient  cet  exposant. 

357.   La  formule  (B)  devient  illusoire  quand  on  a 

np  -\-  m  -|-  I  =  o  ; 

mais  alors  on  retombe  dans  le  second  cas  d'intégrabi- 
lilé  (354) ,  et  Tintégrale  cliercliée  s'obtient  par  un  chan- 
gement de  variable. 

En  résumé,  l'emploi  des  formules  (A)  et  (B)  fera  dé- 
pendre l'intégrale  /  x""  [a  -f-  hx"Y  dx,  quand  met  p  sont 
positifs,  de  l'intégrale  plus  simple 


/■ 


X"—'"  [a  -{-  bx"y-'' (ix , 


in  étant  le  plus  grand  multiple  de  n^  inférieur  à  m,  et  A 
la  partie  entière  de  p. 

Par  exemple,  on  ramènera  l'intégrale 


/^ 


x'  [a  4-  bx-y  clx 

h   l  X  {a -h  l^x^)- dx  ,    en  la    réduisant   successivement, 
par  la  formule  (  A)  ,  aux  suivantes  : 

l  x^  [a -^  bx^)^  (Ix  f        l  x  [a -\- bx^y  dx, 

et  cette  dernière,  par  la  formule  (Bj,  aux  suivantes  : 

I  X  [a-i-  bx^y  dx,        I  X  (a  ~\-  bx^y  dx. 

FORMULES    DE    IIÉDUCTION    DA>S    LE    CAS   OU    LES    EXPOSANTS 
Vi    ET    p    SOKT    JSÉGATIFS. 

358.  Quand  m  et  p  sont  négatifs,  les  formules  (A) 
et  (B)  ne  réduisent  pas  la  dilTéreniielle  binôme  à  une  plus 
simple  expression;  mais  elles  conduisent   h.  deux  non- 


j 
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velles   formules,  qui   opèrent  la   réduction  clans  ce  cas. 

Occupons-nous  d'abord  de  diminuer  l'exposant  de  x, 

hors  de  la  parenthèse.  Pour  cela,  tirons  de  l'équation  (A) 

la  valeur  de  l'intégrale  /  x"'~"  [a  +  bx"Y  clx,  ce  qui  de 


tonne 


/' 


.■rf"-"(a  -+-  ba:'')Pdx 

-"+' [a -h  bx'')P+'        b{i 


-'  (a -h  bx'']P+'         him  A-  np  -h  ^]     ^     ,         ,      . 

_J _ — . 1 i ^    j  jcr^fa  4-  b.x")Pc/x. 

—  n  -{-  i)a  [m  —  n  -{-  i)  a   J 

Ensuite  changeons  tu  —  «  en  —  m  ou  m  en  —  m  -+-  n  : 
nous  aurons 


/         r                                                .T-"'+'  (n  -+-  b.i"]P-^' 
[        1  .T-"'(a  -i-  bx")P  (lx=:z ^ 

)      J  {in-i)a 

i  b  f  nn  -4-  p  —  /;;  -f-  r  )     r         ,     ,  ,      ,     , 

/  H — i l  x""+"{a-^bx'')Pclx. 


Par  l'emploi  répété  de  celte  formule,  l'intégrale  clier- 
rlice  pourra  être  ramenée  à  la  suivante  : 


/ 


a7-"'+('+')"  U  +  bx'')P  dx , 


dans  laquelle  in  représente  le  plus  grand  nuiltiple  de  n 
contenu  dans  ni. 
Si  l'on  avait 

—  ni  -\-  {i  -+-  I )  «  =  A^  —  I , 

la  dernière  intégrale  deviendrait 


/■ 


.■"-'  (  a  +  bx")P  dx  =  ^—Pj '—   +  C. 


Mais  comme  on  a 

—  /w  -t-  I  , 

—  z=z  —  ;  =  un  nombre  entier, 

n 

on  retomhe  dans  le  premier  ras  d'inlégrahilité. 

22. 
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359.   Lorsque  p  est  négatif,  on  lire  de  la  formule  (  B) 


i" 


jt""  («  +  bx"y-'  clx 
j,m+\  (fj  _|_  l)j[;"y        np  -4-  /, 


anp  anp 


-     /x""(a 


+  h3r^'\P  dx. 


Si  l'on  change  dans  ce  résultat  p  —  i  en  —  p  ou  p  en 
—  p  -\-  i,  on  aura 

/ ! — -^ r^     /  X'"    a  +  bx"  -/>+'  c/x. 

[  anip-i)       J 

Si  p  est  ^  1,  la  valeur  absolue  de  l'exposant  du  bi- 
nôme sera  diminuée  d'une  unité 5  en  continuant  la  réduc- 
tion, on  finira  donc  par  ramener  cet  exposant  à  être 
compris  entre  o  et  i. 

Quand  p  =  i,  cette  formule  devient  illusoire,  mais  ce 
cas  est  un  de  ceux  où  l'on  sait  intégrer. 

300.   Une  différentielle  de  la  forme 

.rî(r/.r''-f-  bx')P  dx 

peut  se  mettre  sous  la  forme  x'''^'''' [a -\- hx'~''Y  dx ,  ai 
devient  ainsi  une  diflérenlielle  binôme. 

06I.  Les  formules  précédentes  permettent  d'intègre 
la  différentielle 

x'"  dx 


v/l  —  X- 

qui  d'ailleurs  tombe  toujours  dans  l'un  des  deux  cas  d'in- 
tégrabililé.  La  formule  (A)  donne  alors 


/x^dx     .r"'-'  VI  —  .X-        m  —  i     f  x"'~''  dx 
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En  faisant  successivement  ni  =  i ,  S,  5,  ...  ,  on  aura 
xdx  I 


/x^dx  x-    r :         2     Ç     xdx 

\Ji—x'  3  3  J  sji—^' 


d'où  l'on  tire 


/x  dx                  I— 
v/i  — x^ 
J"*    x^  dx                 (  x''  1    \     I 

j7^^7-~\5  •  3:5  +  7:3:5)^"-'^' 

et  en  général,  si  m  est  un  nombre  impair, 

'  x'"dx  Fx"'-'       [m  —  \)x'"-"'  -?.  i...{ni — i)l    ,- 

=  —     —-+-. '—  +  ...-^-^ \\ll—r 

.  / , J.2  L    "^  v^'-  —  '^  )  i>i  I .  J . . .  m       J 

Si  m  était  un  nombre  pair,  on  arriverait  à  la  formule 

/x'"dx 
\jT:^x^ 

fx"'-'         (m — i).2r"'-2  1. 3. 5. ...'///■— i)    1    I 

= h h. ..4-  —rr ^    V I  — ^'^ 

i.3.5...(/«  — i) 

+  ; — T-^ arc  sinx  -f-  (.. 

■?..t^.h .  .  .  lit 

EXERCICES. 

•I .    Calculer 

J    X-'  V  1  —  -L  ■ 
Solution.   —   Celle  intécrale  se   ramène  à    /   .  J"-    en    posant 
X  =  siny . 
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2.   Calculer 

X 


J   x[a~\-bx''Y 


Solution.  —  On  a,  à  une  constante  près, 


X  = 


id^yja    yja  +  bx^  +  yj a       a^  \/o.-\-  bx-       "iciia  ■\-  bx^ ) '' 

3.  Calculer 

x=  r    ''^  ,. 

J    [a+bx'Y 
Solution .     X  =  — j  [  : j  ]  +  C. 

4.  Calculer 

X  =  r — "■' . 

J  [c  +  ex-]  \/a-\-bx' 
Solution.  —  Si  bc  —  ae  est  positif 

„ I ]  /  v/(<-<  +  bx'  )c-\-x  \/bc  —  (ic  \    ,  p . 

■z  \/{ bc  —  ac )c     \\/{a-i- bx- )c  —  x \Jbc  —  ac  J 

si  bc  —  ae  est  négatif 

X  = -  arc  lang  { y/ac  —  bc  — ==:  )  +  C. 

■i\/[ac  —  bc)c  \  }J[a-^bx'')cJ 

5.  Calculer 

flx 


J  X  v/.r 


•r^  -[-  X  —  I 
donner  la  tangente,  le  sinus  et  le  cosinus  de  cette  intégrale. 

X  —  2 

Solution.  X  =  arc  sin —  -f- C. 

En  supposant  nulle  la  constante  arbitraire,  on  a 


sin\= -ri    cosX=  -ï î   tangX= 


—  )     lus^-v—  —  7    lu.Ja^^—         ._ 
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INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  TRANSCENDANTES. 

Fonctions  qui  se  ramènent  aux  fonctions  algébriques.  —  Intégrale  de 
z"]?djc.  —  Intégration  de  quelques  fonctions  exponentielles  et  trigo- 
nométriques.  —  Intégration  des  produits  de  sinus  ou  de  cosinus.  — 
Intégration  de  sin"'.r  cos"j:rf,r. 


FONCTIONS    QUI    SE    RAMÈNENT    AUX    FONCTIONS 
ALGÉBRIQUES. 

362.  On  ramène  aux   fonctions  algébriques,  par  une 
simple  substitution  ,  les  intégrales  qui  rejifermenl  sous  le 

signe    /  une   fonction    algébrique  d'une  transcendante, 

multipliée  par  la  différentielle  de  cette  transcendante  : 
telles  sont  les  intégrales 

Cf[e-)e^clx,         Cf{a-)n-cI.T,         Cf[\x)^, 
I  y(sin.r)  cos2r/,r,        i  f  [cas x)  un  xdx , 
I  y  (arcsin.r)  i        i /"  i  arc  tang.r) 


dx 


I  -H  x' 


Par  exemple,  si  l'on  veut  obtenir 

dv 

X 


/> 


cIjc 
on  posera  1  ,r  =:  s ,  doù  —  z=  dz  ^  et ,  par  suite , 

/   (|jr,"  —  =    jz"dzz= — ■ u  C, 


n-h  i 


ou 


'  X  //  -\-  i 
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IKTÉGUALE    13E    z"VfIx. 

363.  Cherchons  à  intégrer  une  fonction  telle  que 
z"J?dx^  z  étant  une  fonction  transcendante  de  x.  Po- 
sons, à  cet  effet, 


on  a 


/  z'-Pda-  =  j  z"dq  =Qz"  — //  I  z"-'Qdz, 

/z«-'Q^^z=  I  z"-' dK  =  Rz"-'  —  [n  ~  i)  jz"-'Rf/z. 

jz"-'Rdz.  =  jz''-'dS=  S  z"-'  —  (rt  —  2)  /  z"-'Sdz ...  ; 
par  conséquent, 
(A)         I  z"Pdx  =  qz"—  «Rs"-'H-  ri{/i  —  1)  Se"-'— . . .. 

La  loi  de  ce  développement  est  évidente.  On  voit  que 
si  n  est  un  nombre  entier  positif,  et  si  l'on  sait  obtenir  les 
intégrales  désignées  par  Q,  R,  S,  etc.,  on  aura  ainsi  l'in- 
tégrale clierchée    /  z"l?cfx. 

364.   Exemples. 

dz  1 

on  a  P  =  .v"'-',     z  =  l.T,     -—  =  -  5 

dx        X 


par  conséquent 


Q  =  — ,       R=r_,      S=  — 

m  tu-  nv 
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donc 

I  j:"'-H\x]"dx  =  — 
J  '" 


,    n[n  —  il.  .  .3.2.  I 


Si,  dans  cette  formule,  on  pose  l.r=  z,   on  aura 

/e'"=  r  n  n[n  —  1  )        ,  1         „ 

m  L  "'  /"'  J 

/  (arc  sin  j:)"r/.r. 


2" 


Il  faudra  faire  ici 


On  aura 


z  =  arc  sinx,      P  =  1 

Q=    {vdxz=  X, 

/xdx  I 

V/1-.r' 

r     ,- dx 

S=   \-sll-x--== 
J  \l\—x- 

—  .rdx  I 

7=---  =  v/i--^s 

sji  —  x^- 


u 


:    /  dx  =  X  , 


et  ainsi  de  suite;  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  la 
formule  (A)  donnera,  en  groupant  convenablement  les 
termes, 

I  {arc  sin.r)"f/x 

--=  .r  [s"  —  n{n  —  i  )  z"~-  +  n  [ri  —  \)[n  —  2  )  (  «  —  3  )  c"~*  —  .  . .  ] 
+  \J i  —  x^[nz"-^  —  n{n  ~i){n  —  2)3"-'+  .  ,  .]. 
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Lorsque  n  est  un  nombre  entier  positif,  ces  deux  séries 
se  terminent  d'elles-mêmes. 

Si  l'on  pose  arc  sinx  =  z,  on  aura 


\j  l — x'  =  cos^,       dx  =  C0S7,dz, 
et  la  formule  précédente  deviendra 

I  z"  cos  zdz 

=  smz[z"  —  n{n  —  i)  z"-'+/z(«  — i)  («  — 2)  («  — 3)z"-^  — ...J 
H-  ces: [«3"-'  —  n  {n — i)  {n  —  2)^"-^+..  .]• 

Cette  dernière  formule  est  d'ailleurs  une  conséquence 
d'une  autre  plus  générale.  On  a 

j  /{.r)  cos.xdx  :=  /{x)  smx  —   l  y  (^x)  smxdx, 
I  f  (■^)  sin.rr/or  =  — f  (x)  cos.r  -f-  l  f"  [x)  cosxc/x , 
1  f"{x)  cosxdx  =/"  [x]  sinjT  —  |  /'"{■'^)  smxdx, 
et  ainsi  de  suite-,  par  conséquent 

Çf(x)œs.Tdx  =  [f{x)-/"-x)-{-/'-{x)—...]s\nx 

et  l'intégrale  pourra  toujours  être  obtenue  si  /{-t)  est  une 
fonction  algébrique  et  entière, 

365.  Quand  n  est  un  nombre  négatif  ou  fractionnaire, 
le  développement  (A)  renferme  un  nombre  infini  de  ter- 
mes 5  il  faut  alors  recourir  à  des  artifices  pour  avoir  l'in- 
tégrale. 

Exemples.  1° 


/e^dz 


n  étant  un  nombre  entier  positif:  on  aura,  en  intégrant 
par  parties, 

rcdz  ^  e'  I        r  .  dz 

J    'IF  "~  "~  [n  —1)2"-'         n—  \    ]       z"-' 
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Au  moyeu  de  cette  formule,  on  fera  dépendre  l'inté- 


grale cherchée  de  la  suivante  : 


/6'"  (Iz 


qu'où  u'a  encore  pu  obtenir  qu'au  moyen  d'une  série  d'un 
nombre  infini  de  termes. 

La  même  formule,  dans  laquelle  on  posera   z=^\x^ 

r  (ir.   ,    rdx, 

;ner     (  -; — -  a     /  - — 


servira  a  ramer 


Ç  e^  xdx. 


posons 

I  -4-  .T-  =  -  ,      d'où     .z  =  r  —  I  ; 

l'intégrale  proposée  devient  alors 

--'  dz 


En  intégrant  par  parties,  on  aura 
et,  par  suite, 


/ 


e'^xdx  i     e'        e^   ' 


[i  +  xy        e      z  z  I  -t-  .r 

INTÉGRATION    UE    QUELQUES    FONCTIONS    EXPONENTIELLES 
ET    TRIGONOMÉTRIQUES. 

366.    Les  intégrales    j  e"' cas l)xc/x  cl     |  e'"  sinZ^xr/x 
peuvent  être  déterminées  simultanément  au  moyen  de  lin- 
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tegration  par  parties.   On  a,  à   cause  de  e'^'dx^d  — 

a 

/e"^                     b     r 
c"^  cos  hx  clx  =  —  cos  b.T  -{ /  e"^  sin  bx  dx , 
a                     a  J 

e"'  sin  bxd.r  =:  —  sin  bx /  e°^  cos  b.r  d.v. 

a  a  J 


De  ces  deux  équations  on  lire 

/'    ,         ,      ,          €"'' {a  co%bx-\-b  smbx) 
j..^co.W.  = -^^ +c, 

e"^  sin  bxdx  =  — ■ '  J-  C. 

à-  H-  b- 


!■ 


367.  On  peut  encore  déduire  ce  résultat  de  la  formule 


/ 


[  ,    I \  {a-\-h  \j~  1  )  X 

e  d.r  ^zL   — ■• 

a-^h  y/ — I 


où,  après  avoir  remplacé  les  exponentielles  imaginaires 
par  leurs  expressions  trigonométriques,  on  égalera  les  par- 
ties réelles  et  les  parties  imaginaires  des  deux  membres. 
Plus  généralement,  pour  obtenir 

e°'cosbzdz      et        \  z"e°^  ûnbzdz, 


I  z"e<''  cosbzdz      et        /  :;" 


il  suffit  de  remplacer,  dans  la  seconde  formule  de  la 
page  345,  m  par  a-\-  b  sj — i,  et  d'égaler  séparément  les 
parties  réelles  et  les  parties  imaginaires  des  deux  mem- 
bres. 


368.  On  intègre 


f[ sin X ,  cos x)dx, 


y  désignant  une  fonction  rationnelle,  en  posant 


I 
tang-a-  =^  z. 
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Il  en  résulte 

.       I  I  2Z 

sin  ^  =  2  sin  -  -v  cos  —  .t  = , 

2  2  I  -(-  Z- 

1  .1  I Z^ 

COS  j;  =  cos'  —  .r  —  sin-  —  x  ^ , 

2  2  I  H-  s' 

,  2r/2 


i-l-z' 


/      O.  c.  I  _  Z.2  \ 

d'où      /"(sin^,  cosjr)  (/.r  =  y    ,   ■ 


2  C  I  —  z-  \      1  (h 


fonction  rationnelle  par  rapport  à  z. 

369.  ^  oici  qnelqnes  fontions  trigonométriques  qui  se 
présentent  souvent  dans  les  calculs  et  dont  l'intégralion 
s'obtient  avec  facilité. 

/    .                  ,           /    .        ,   •             sm-x 
1°  I  sinxcosxfte==  I  sin.rf/ sinj:  == ■  +  C. 

On  peut  aussi  écrire 

/  sin. r  cos  JTf/.c  =  -    /  sin2.r  ^/.r  =z  -    |  sin  2j:  r/(2a:). 


Donc 

I 

4 


I  si  n  .7-  cos  .r  r/x  = 7  cos .»  x  -\-  C 


11  est  aisé  de  s'assurer  que  ces  deux   expressions  de  la 
même  intégrale  ne  diiïèrent  que  par  une  constante. 

C  ,  CdQOSX 

2°  1  iSLXiiixdx=: —  f ^=1  —  Icosr-f-C, 

J  J     cos.r 

ou 


/ 


tAlMlXflx  =  1 1-  c. 

cosjr 


r  ,  r^/sin.r        ,    . 

3°  I  cota:r/x=   /    — ^  ==Isina:  +  C. 
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/^   dx 

J   sin.rrosx  I      sin.r       J     tango: 


di  —  X 


50  r-i^=     /   Xi-^=ltangi-x  +  C. 


sin  —  ^  cos  —  X 
9.  2 


6°  /  ^^=  — ltang(;_-xWc. 

Cette  intt'gi'alc  se  dcdiiit  Je  la  précédente  en  remplaçant  x 


par X. 

^      2 


y°  j  dx  \/  i  -i-  cosx  =   l  2d  i—v\  \li  sin  -  x 


=  —  2  V  2  cos  —  X  -\-C 
2 


On  trouveia  de  la  même  manière 

1  it/.vJi  —  cosx  =  2  v'2  sin  -  x  -f-  C. 

8°         r  ■  t, — 

J  a  &inx-{- ocosx 

On  pourrait  ici  employer  la  méthode  générale  (n"  368); 
mais  il  vaut  mienx  écrire 

dx  I  /^  dx 


r       dx 

J  asinx -^  bcosx        Ja''-^-  b-    1     ''sin.r  6cosj 


Si  l'on  pose  —==:.  =  cos /l",    d'où  — -^=1  =  sin/>, 

y  (i-  4-  b-  \l<^r  -\-  b''- 


on  aura 


r        de         __       I        r     dr 

J  a9,\nx  +  ^(•i)s.r        J  a"- -{-  b-  J  sin  (a-  -f-  /  j 
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OU  bien  (5") 

/dx                        î         ,         ^  -h  /- 
— ; = r:  1  tang  -——  +  C. 
«sin xH- ôcosx       Ja'i-i-b'^  '-* 

d.r 


h 


iûnx-\-  bcos.T  -+-  c 

Il  faut  employer,  dans  ce  cas,  la  mélhode  générale  (n°367), 
et  poser  tang-o:  =  z  :  on  est  alors  conduit  à  intégrer  la 
fraction  rationnelle 


iaz-\-  b[\  —  z")  H-  c(i  -h  s') 

y 
ce  qui  donne,  suivant  les  cas, 

,  arc  tang ^ '       ^^    - —  , 

y  c-  —  b"^  —  a-  y  c'  —  b'^  —  fl- 

ou 

I  [c  —  h) tang  2 X  -^  a  —  yV? ^  H-  /*'  —  c- 

y/a^  4_  /,2  _  ^2    [c  --  /»)  tangjx  +  «  +  y'rt'^  +  ^^  —  c"- 


4-C. 


INTÉGRATION    DES    PRODUITS    DE    SINUS    ET    DE    COSINUS. 

370.  Soit  proposé  de  trouver 

1  sin(  ax  +  b)  sln(«'.r  -1-  b')dx. 

On  a,  d'après  une  formule  connue, 

sin  [ax  4-  b)  sin  [a' x  -h  b') 
cos[(rt  —  a')  X  -\-  b  —  A' J        c()s[(fl  -\-a')x  -\-  b  -\-  b' ] 


d'où 


/sin(fl.<r-f-  b)%\n[n' X -\- b')dx 


sin[(rt  —  a')x  -f-  è  —  è']       sin[(fl  -f-  a')x  ->r  b  -\-  b'' 
o.[a  —  a')  ?.(«  -Jr  a') 
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Cette  formule  devient  illusoire  quand  a  =  u' -^  mais, 
dans  ce  cas,  le  terme 

cos[(<2 — a')x-hlj  —  ^'] 
1 

,,    .    ,  cos(6  —  b')    ,        ,         11-      /       1          cosf^  —  //) 
se  réduit  a ax,  dont  1  intesfralc  est x. 

2  °  2 

En  général,  il  sera  toujours  possible  d'intégrer  un 
produit  d'autant  de  sinus  et  de  cosinus  que  l'on  voudra, 
lorsque  les  arcs  se  présenteront  sovis  la  forme  ax-\-  b, 
puisqu'on  saura  toujours  transformer  ce  produit  en  une 
somme  de  sinus  ou  de  cosinus. 

371,   On  peut,  par  ce  moyen,  déterminer 


\  %m"  .r  dx     et        l  cos"x(lx. 


quand  n  est  un  nombre  entier  positif:  mais  il  vaut  mieux 
développer  sin"x  et  cos"x  en  fonction  des  sinus  ou  des 
cosinus  des  multiples  de  x.  Ainsi,  par  exemple,  comme 


/ 


sin^  j.-=:  — :;  (sin5  JT  —  5sin3.r  H-  losinx), 

lO 


sin''xc/x  =  -7t(  —  -p  cosSj:  +  ~  cos3  j:  —  locosx  )  4-  C. 


i:<fTÉGRATI0N    DES    DIFFÉRENTIELLES    DE    LA    FORME 

sin"'jc  cos''xdx. 
372.   Si  l'on  pose  sïnx=  z,  d'où 

COSa:=  (i  —  3')'      et      cl.r  =  (i  —  Z-)    ^dz, 
on  a 

n — I 

ûn'"x  CQ^" X  dx  z=:  z"'[i  —  Z-)     ^    dz, 

d'où  l'on  voit  que  si  n  est  un  nombre  entier  impair,  po- 
sitif ou  négatif,  on  pourra  intégrer,  quel  que  soit  m.  On 
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verra  de  même,  en  faisant  cosx  =  z,  que  l'intégration 
pourra  se  faire,  quand  m  sera  un  nombre  entier  impair, 
positif  ou  négatif. 

Dans  tous  les  cas,  quels  que  soient  ni  et  lu  on  peut 
ramener  cette  intégrale  à  d'autres  intégrales  plus  simples 
au  moyen  de. l'intégration  par  parties.  On  a 

I  sin'".r  cos".r  d.r-  =  |  cos"~'  x  sin"'.r  cos.r  dr 

/,.,/*                ,  sin""^'.* 
cos"~'  X  sin"' j<7  (  sin.r  i  r=   l  cos"~'  xa . 

et  par  conséquent 

l  I  sin^x  C0&"  xdr 

^'         1  sm"'+'.r        /?  —  !    r . 

I  =  cos"~'  X i I  sin"'"^-.r  coft"~- j?f/.r. 

'  m  -h  i  f/i  -h  \  J 


On  pourra  employei'  cette  formule  lorsque  m  sera  né- 
gatif, parce  qu'alors  m  -+-  2  aura  une  valeur  absolue 
moindre  que  m.  Mais  on  peut  obtenir  une  formule  dans 
laquelle  l'exposant  /?  seul  soit  diminué  de  deux  unités. 

Pour  cela,  observons  que 

sin""*"-  X  cos"~^r  =  sin"',r  (  1  —  cos'-' .r )  cos"^'.r, 

ou 

sin"'"'''.r  (•os"~'x  =  sin""  j;  cos"~^  x  —  sin"'.r  cos"u.-, 

d'où 

sin"'"^- .r  cos"~  =.rf/.r  :=    1  sin"'.r  ros"~- ./v/./,- 


/' 


f 


sin"'jr  c'()S".»v/x. 
Substituant  cette  valeur  dans  la  relation  ((3).  il  vient 


sin'""^'x 

sin^x  cos"xax  1=  cos"~'  x 

m  -t-  I 


—  1     /  sin^-i:  r( )•>"""' j-r/j; —  J  sin",!'  (.■os"xtix  )  1 


I,     ■}"  /'diltoii.  j,"^ 
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ou  l)ii;ii,  en  réduisant, 


(B 


m  +  n 


sin'"xcos"Jc<^/.r 
sin'"'^'xcos"~'.r 


sin'"  X  cos"~-  X  (/x. 


Ainsi  I  si n"'a:cos'.rr/a:esl  ramenée  à  /sin"'xcos"  ^xdx. 
On  ramènerait  de  même  cette  dernière  intégrale  A 
Jsnr.cos-.^.,  etainsi  de  suite:  en  .oneque  si  „  est 
un  nombre  entier  positif,  on  sera  conduit  à  1  une  des  deux 
intégrales    I  sin'"a?  Jx,  ou    I  sin"'xcosxr/.r,  suivant  que  w 

est  pair  ou  impair,  intégrales  qu'on  sait  obtenir.  En  effet, 
nous  avons  indiqué  plus  haut  (n°  371)  le  moyen  de  cal- 
culer l  s\ï\!"xdx^  quand  m  est  un  nombre  entier  positif, 
et  d'un  autre  côté  on  a 

r  ■  ,  r  ■         ,  ■  sin-^+'-r 

/  s\n"'xcosxax  =   I  sm'"  x  a  s\n  x  = ht.. 

J  J  '«  + 1 

373.  La  formule  (B)  devient  illusoire  quand  7/1=:  —  // ; 
mais,  dans  ce  cas,  la  formule  d^)  donne 

I  tan£;"'xf/j:=  — |  taiii'"'+'xcix. 

J  rn  +  i  J         " 

Changeons  maintenant  m  H-  2  en  ni  ou  m  en  m  —  2,  et 
résolvons  par  rapport  à    |  tang"'a:^/a:  :  il  vient 

(C)  I   tang"'xf/.r= — 1  tang'"""-j:rf^'. 

Cette  formule  sert  à  réduire  Texposanl  de  tang:t,  et  con- 
duit, selon  que  m  est  pair  ou  impair,  à 

I  dx  =  .r  -f-  C,      ou  à        I    tang.r  </j:  :=  —  1  cos  x  H-  C. 
37i.   La  formule  (B)  fait  porter  la  réduction  sur  lex- 


TREWTIÈMK    LEÇOJV.  355 

posant  de  cosx.   Mais  on  peut  en  obleiiir  une  aiilie  qui 

t 

réduise  l'exposant  de  sin  x  en  remplaçant  x  par  -  — x, 
m  par  n  et  n  par  ni  dans  la  formule  (B),  ce  qui  donne 


i  sin"'  X I 

'i  —  i  r . 

/  sm'"' 


CCS"  jr  <ijc 
sin"'"'xcos"''"'ar 


^xcos" -rdx. 


Cette  formule  sert  à  réduire  Texposant  de  sin  x  lorsque 
m  est  positif.  Si  ?i  est  un  nombre  entier  pair,  on  a  vu  qu'au 
moyen  de  la  formule  (B)  on  ramenait  l'intégrale  pro- 
posée à  l'intégrale  /  s\n"'Xilx.  Maintenant,  au  moyen 
de  la  formule  (D),  on  la  ramènera,  si  ni  est  impair,  à 
l'intégrale     I  sinx<7x  =  —  cosx-[-C,  et  si   m  est   pair 

à  l'intégrale     I   dx  =  x-h  C  Donc,  lorsque  ///  et  //  seront 

entiers  et  positifs,  il  sera  toujours  possible  de  trouver 
l'intégrale 

I   sïn'" xcoSi".rdj:. 

375.  Les  formules  que  nous  venons  d  obtenir  ne  pour- 
raient être  employées  dans  le  cas  où  l'un  des  exposants  m 
et  «,  ou  tous  les  deux,  seraient  négatifs.  Mais  on  peut  en 
déduire  d'autres,  qui  permettent  de  faire  les  réductions 
dans  ces  derniers  cas. 

Supposons  în  négatif,  m  étant  positif  ou  négatif;  en 
remplaçant  m  par  —  /?«  -h  2,  dans  la  formule  (D),  et  en 
résolvant  par  rapport  à  l'intégrale  qui  est  dans  le  second 
membre,  on  aura 

,_.     fcns".r(i.i'  cos""^' jt  /;/  —  n  —  2    C  coi" jc 

E      I    -^^ =— ; ,   ■   n,    , 1 '/"C: 

J      sin^x  (tn — ijsm^-'j:         m  —  i    J  ^\n"'~'x 

l'intégrale  proposée  se  ramènera  donc  à    i  coi," xrlx  ou  à 

/ 


ces"  X 

—. rlx,  suivant  que  ni  sera  ])air  ou  impaii- 


?/-5. 
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376.  On  déduit  de  la  formule  (D),  en  supposant  //  =  o, 

/sin'"~'j7COS.r        m —  y     C  •  . 

sin'"x(Ix:= 1 I  s\n"'-^.rdx, 
m                       m       J 

et,  par  conséquent,  si  m  est  pair, 

r  ■       .  cosx  r . 

/   ?,\x\'"xdx  = sin"- 


m  —  1    . 

.r  H sin" 

m  —  2 


,^.    ,       ....       ,     „,_3     .       ^  w  — I     /«  — 3  ...3.1    .     1 

'     ''        («i  — 2)(w  — 4)  (/«— 2)(w— 4)..  .4.2  I 


(w  — 2)(/w  — 4)...4.2 
et  si  m  est  impair, 

'  H  )       /  sin'"  x(It  z= '- 1 


rn  —  I     . 

sin"'"'  X  H sni'"~'.r  -t-  ... 

ni  —  2 


—  l)(ril  —  3  ) ...  2 


m  —  2  )  { m  —  4  )  •  •  •  ' 
On  obtiendra  de  la  même  manière 


I    COS".r:f/x. 


EXERCICES. 

i .   Cdlnilrr 


-/. 


cld 


bcosQ 


Traiter  à  part  le  cas  de  a~h  et  comparer  le  résultat  avec  celui  que 
donne  la  formule  générale. 

„  ^  ,       ,,  2  flCOsO  +  Z'   ,  p 

Solution.    «  >  «.     X  =    ,  arc  ces  — — = ^^  +  L, 

^7^2  _/2  <7  +  ^)cosO 


tang- 94-4/7 

°2  Y   ^  — rtr 


I  ,  2  Vt'  —  f     s    r 

a<ih,     X=  -  1  y  -4-C. 

'^  tan2;-S—  t/-; 

■  2  y  h  —  a 

a=lK     X  =  -tang-9  +  C. 


THEJNriEME    LECOJN. 

2.   Calculer 

^       r    cos9<'/â 


Jcos 


bcosfty 

Solution.      in'  —  b-)X= -, —  Ij  /  - — -, ; 

^  '  (i-hbcoA'i        J  a  +  hcos'^^ 

On  est  ramené  à  la  question  précédente.  Si  a  —  b, 


3.   Calculer 


1       ^-1  6        "2 


x=C—^ — 

1  —  \/u 


Solution.      'S.  — ;=l(i—  .r)  ->ri\ 


\'x  I  -\-  \/x 
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TRENTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 

Définitions  et  notations.  —  Signification  géométrique.  —  Exemples  d"in- 
tégrales  définies.  —  Des  intégrales  considérées  comme  limites  de 
sommes.  —  Remarques  diverses.  —  Calcul  approché  d'une  intégrale 
définie.  —  Nouvelle  démonstration  de  la  série  de  Tavlor. 


DEFINITIONS    ET    N0TAX10N.S. 


377.  Lors(|ue  o  [x]  est  une  fonction  de  x,  dont  la  dif- 
férentielle estj'[x)  dx,  on  a 


/- 


f[x.)dx—  <p(x)-+-C; 

((/  (x)  4-  C  est  nommée  Vintêgrale  indéfinie  de  la  différen- 
tielle f[x)dx.  Ordinairement  on  fixe  la  valeur  de  la 
constante  indélenninée  C  d'après  la  condition  que  Vintê- 
grale devienne  nulle  pour  une  valeur  particulière  a,  at- 
tribuée à  X.  Dans  celte  hypothèse.  C=  — «p  [a)  et 


/■ 


/{x)d.x  =  w(x)  —  <f{(i). 

Il  reste  encore  dans  cette  expression  une  indéterminée  x-^ 
mais  si  Ton  donne  à  x  une  valeur  particulière  b,  rinté- 
grale,  qui  devient  's^  [b]  —  '^{^),  est  complètement  déter- 
minée. On  la  représente  par  la  notation     |    f{x)  dx,  et 

(»n  la  désigne  sous  le  nom  d'inlégrtdc  définie^  prise  entre 
les  limites  (i  et  b^  ou  depuis  x  =  a  jusqu'à  x  =  b. 
On  a  donc 

nh 

/(^)r/..r=:.<p(M"?(«)- 


i 
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Ainsi  la  valeur  de  Tintégrale  définie  s'obtiendra  en  fai- 
sant dans  l'intégrale  indéfinie  .r=:r«.  puis  x  =  b,  et  re- 
tranchant le  premier  résultat  du  second. 

SIGMFICATION    GÉOMÉTRIQUE    DE    LIKTÉGRALE    DÉFINIE. 

378.  Soit  CMD  la  courbe  dont  l'équation  en  coordon- 
nées rectangulaires  estj=J[x).  On  a  vu  que  J'[x)dx 
était  la  difiérentielle  de  l'aire  d'un  segment  terminé  à  une 

ordonnée  variable  :  j  f[x)  dx  est  donc,   d'une  manière 

Fig.  73.  générale,  l'aire   comprise  entre 

la  courbe,  l'axe  des  abscisses 
et  deux  ordonnées  quelconques. 
Mais  si  la  constante  arbitraire 
estdéterminée  d'après  la  condi- 
"j  *  ''  ^  -^  tion  que  l'intégrale  ou  l'aire  soit 
nulle  pour  .r  ^OA  =  a,OP  =  :r 
étant  l'abscisse  d'un  point  quelconque  de  la  courbe,  la 
valeur  de  l'intégrale  pour  cette  valeur  de  a:  sera  la  surface 
ACMP,  Par  conséquent,  si  l'on  y  fait  a:  =  0B=  b,  la  va- 
leur de   l'intégrale  représentée,  comme  iious^ l'avons  dit 

plus  haut,  par  1   f  [x]  dx,  sera  la  surface  CABD,  com- 

J  a 

prise  entre  la  courbe,  l'axe  Ox  et  les  deux  ordonnées 
fixes  AC  et  BD. 
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379.  1" 


/■ 


x"  il.r  = 


"4-  I 


4-C; 


l6o 
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/(^)  =  T^ 


/7(^) 


5.r-  —  i.r  H-  5 


d.c  =  -^  arc  Ung  ""        -  +  C, 

Vi4  v/i4 


r^-' 


•r)  r/j:  =  — ==  |  arc  tang  -p=:  —  arc  tarij. 


v'4V 

I  \/74 

^arcang^' 


v74 


2 

v'4 


4  /    ,    ,       ,  ==  -  arc  tang  -  +  C, 


Jo    "- 


dx  I  TT 

=.  -  arc  tan"  i  =  -7— 

->rx^        a  "^  4rt 


)•         ( — =  arc  sni.r  -f-  C,        /  =  — 


6"  /     sin'"a:r/u,r=  - 

i/o 


3.5.  .   .(2 /i   l)  TT 

2,4-6. . . 2«  2 


Cette  deruTère  intégrale  se  déduit  de  la  foi^mule  (G)  du 
n*^  376,  dont  tous  les  termes,  à  l'exception  du  dernier, 
s'annulent  aux  deux  limites. 

I]\TÉGUALES    défîmes     COJSSIDÉRÊES    COMME    LIMITES    DE 
SOMMES. 

380.   Dans   ce  qui   précède,  on  suppose^  (x)    finie  et 
continue  depuis  x  =  a  jusqu'à   x=^.  Nous  allons  dé- 

montrer  que,  dans  ce  cas,  /intégrale  définie  1    J  [x]  dx 

est  la  limite  de  la  somme  des  valeurs  injininient  petites 
de  la  différentielle  f(x)dx,  lorsque  x  varie,  par  degrés 
insensibles^  depuis  a  jusqu^à  h. 


Fij.  74. 
K 


#r 
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Supposons,  pour  fixer  les  idées,  o.<^b,  et  admettons 
quej{x)  aille  constamment  en 
croissant  depuis  f{(i)  jusqu'à 
J{b)-  Considérons  la  courbe 
CMD  dont  l'équation,  en  coor- 
données rectangulaires,  est 

Soient  0A=«,  OB=.Z>,  OP  =  .r,  MP=:j,  PP'=Ax. 

On  a  vu,  dans  le  calcul  différentiel,  que  Taiie  CADB 
était  égale  à  la  limite  de  la  somme  d'une  infinité  de  rec- 
tangles tels  que  MPP'I.  Or  on  a  MVP'l  :=  f{x)  Ax; 
donc,  si  l'on  désigne  par  S  [^(.:i)  Ax]  la  somme  de  tous 
ces  rectangles,  on  aura 

Xi 
/{x  )  dx  =  lim  y  [/(./;  j  Ax]  ==2  \f[x)  dx\, 

ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

On  peut  encore  démontrer  ce  théorème  d'une  manière 
purement  analytique.  En  effet,  soit!'^(x)  l'une  quelconque 
des  intégrales  dey(x)^/j:,  en  sorte  que  ^'(.i  )=!]>'(. r)  : 
on  aura 

!p(,r  -f-  A.r)  —  <sf{x)  =  [f'{.r)  -+-  «  JA.r, 
ou 


(«: 


A(p  (.rj  =  [/'(j'y  +  alA.r, 


a  étant  une  fonction  de  x  qui  s'annule  en  même  temps 
que  Ax.  Or,  si  l'on  fait  varier  x  par  degrés  quelconques 
égaux  ou  inégaux,  mais  de  plus  en  plus  rapprochés,  de- 
puis .r  =r/  jusqu'à  .r  =  />,  on  obtiendra,  pour  chaque  va- 
leur attribuée  à  jc,  une  équation  analogue  à  l'équation  (i)  : 
eu  ajoutant  toutes  ces  équations,  on  aura  dans  le  premier 
membre  la  somme  des  valeurs  de  Acp(,r), c'est-à-dire  l'ac- 
croissement total  de  çp(x)  ou  '-{'(/')  — tP(")  î  ''  viendra  donc 


?(/') 


'/')^^{/{-'->'-]-^'^{^^' 
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Mais,  d'après  un  théorème  démontré  (n*^  10),  on  a 

lini    y  {ot.\x]  =  o. 

Donc  l'équation  (  2)  devient,  en  passant  à  la  limite, 

<p(^)-cp(«)=    /     /{x)dx=][m^[/{jr)\x]:='^[f{x)dr]. 
tJa 

Ainsi  l'intégrale  définie  est  la  limite  vers  laquelle  tend 
la  somme  des  produits  tels  quey(a:)  Ax  quand  x  varie 
par  degrés  déplus  en  plus  rapprochés,  depuis  «  jusqu'à  è; 
ou,  sous  une  forme  plus  abrégée,  l'intégrale  est  la  somme 
des  valeurs  infiniment  petites  de  la  diiïerentielle. 

C'est  à  cause  de  celle  propriété  que  l'on  désigne  les  in- 
tégrales par  le  signe  1  ,  lettre  initiale  du  mot  somme. 

REMARQUES    SUR    LES     INTÉGRALES    nÉFIKIKS. 

381 .   Dans  la  formule 


/  /(x)dx  =  <^[b)  —  <f{a] 
Ja 


a  peut  êlre  plus  petit  ou  plus  grand  que  b.  Ordinaire- 
ment on  fait  en  sorte  que  a  soit  inférieur  à  h.  Or,  quand 
il  n'en  est  pas  ainsi,  on  ramène  aisément  ce  cas  au  pre- 
mier. En  effet,  la  formule  (1)  donne 


Jr»a 


d'où  il  résulte  que 

(3)         rf[x)dx=—Ç'f{x)dx. 

Jb  Ja 

Ainsi  lot)   peut  inlen'ortir  l' ordre  des  limites  d  une 
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intégrale  définie,  pourvu  que  Von  change  le  signe  du 
résultat. 

382.  Si  c  est  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  ^, 
on  aura 

Ja  J  a 

I     /{x)dx=z^{b)  —  <^{c]; 


donc 


r    /{X)dx=    c    f[.f)dx-h    f    f[x]dx. 

Ja  Jà  Je 


On  peut  encore  démontrer  cette  formule  en  s'appuyant 
sur  le  théorème  du  Ji"  380,  ou  bien  en  remontant  à  Tin- 
lerprétation  géométrique  des  intégrales  définies. 

On  démontrerait  de  même  que 

Jr^h  ne  i^e  ng  ph 

'    /{x),lx=    i    /{sc]dx-h    /    /ix]dx-^    /     f.r]d.T-\-    /    /(x)dx 
a  Ja  Je  Je  J  s; 

et  ainsi  de  suite. 


CALCUL    APPROCHÉ     DUINE     INTÉGRALE    DÉFINIE, 

383.   (^uand  on  ne  sait  pas  intégrer  une  différentielle 
Aonnéef[x)  dx,  on  peut  souvent  parvenir  à  deux  limites 

qui  comprennent  l'intégrale  définie  /     J  [x]  dx.    Pour 

cela,  soit  '■]>  (^)  une  fonction  de  x  telle,  que  Ton  ait 
^  [x)  <^J{x)  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  a  et  b.  Je  dis  qu'on  a  l'inégalité 


f   /{x)dx->  f    ^{x)ch 

J  a  J  a 
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La    considéraiion   des   courbes    le    démontre    d'abord 
^^^-  7^-  très-simplement.  En  effet,  soient 

CMD  et  CM'D'  les  courbes  dont 
les  équations  sont  respectivement 
j  =y(a:),  )  =  ^{.r)  ;  comme  de 

.r=:OA  =  a    à   x  =  OB=  b, 

on  a  /(or)  >-^  [x), 

la  courbe  C'M'D'  sera  au-dessous  de  la  courbe  CMD  entre 
les  ordonnées  CA  et  BD.  Par  conséquent  on  aura 

aire  CABD  >  aire  C  ABD', 
ou 


\       f[x  )  r/x  >    I       •>};  (  X  1  dx. 
a  c  II 


Autrement:  puisquey(a") — '|(-^)  est  ^  o,  pour  toutes 
les  valeurs  de  ,r,  depuis  x=  a  jusqu'à  x=:  b,  l'intégrale 

I      [J  (x) — '^(-3^)]  'f-x^,  dont  la  dérivée  est  positive,  croit 

ou  même  temps  ([U(;  x,  et  comme  cette  intégrale  est  nulle 
]>our  x  =  a,  elle  est  toujours  positive  :  on  a  donc 


/'h 


j      [/U)  —  ,|/i.rl]r/^>o,       ou       /      f[x)(I.T^\       ^[.r)clx. 

De  même,  si  ;(  [x)  est  une  fonction  de  x  telle,  que  l'on 
ait  y  (x)  ^j  (x'),  de  x  ■=  a  à  .r  =  />,  on  aura 

2)  /      /(x)  ././;<!       y^{x)dx. 

Par  conséquent,  si  l'on  sait  intégrer '];  (x)  <^x  et  j((a:)<7x, 

C    ■ 
ou  aura  ileux  limiles  qui  comprendront    I     j  (.«)  r/.i-. 

U  a 
\ 

;^«S'i.     EXF.MIM  F,  I  J11*__i-- 

.'„     v'i  —  "i' 
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Tant  que  x  est  ■<  i ,  on  a 


\l  i  —  x^        y/ 1  —  x- 
et,  par  suite, 

i  ±  1 

t         ,  l  dx  /  dx 

dx<        -^.=  <        -7=- 

.'o  Jo      VI —  î'         Jo      VI— -^^ 

Or 

I       dx=zo,5, 

j 

/      ^=^=  =  arc  sin  -  =  o ,  59.36 .... 
Jo     V  I  —  ■*""  ^' 

Donc  on  aura 

0,5  <C  I     --  ■<  o,5?.36. . .  ■ 

NOLVELLE  DÉMONSTRATION  DE  LA  SÉRIE  DE  TAVLOF  . 

38S.  Les  propriétés  des  intégrales  définies  conduisent 
à  une  nouvelle  démonstration  de  la  série  de  Taylor.  On 
a  identiquement 

/(x  +  /0-/(^-)=  f  f'{r.^h~t)d(; 
Jo 

mais  l'intégration  par  parties  donne  successivement 

I  f'[.r-i-/i-t)dt=  tf  {x^h—t)-\-  if"[.T^h~t)dt, 

o  I/o 

r       t  f"[x  +  h-e)dt=    —    f"[x^h-t)^   {      IL  f"'{.r^f,-t]dl, 
'O  «-'o 

f   —  r'i-r  +  />-  t)dt  =  -L—  /"'(.r+  //— /)  -h    /     -^  ./•■  -X  -4-  /i -  t  ) dt , 
/        I  .  2  1.2.3  ^  /       I  .  2   3 

O  »^0 
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et  ainsi  de  suite.  Eu  ajoutant  toutes  ces  égalités,  après  v 

avoir  fait  t  =  h,  on  aura 


R  désignant  le  reste 

/     /""^' [x  ->rh  —  t]  V'dt. 

I  .  2  .  .  .  /^     /  ^  ' 

t/o 


'5' 

.A 


Si  maintenant  M  est  la  plus  grande  valeur,  et  m  la  plus 
pelile  valeur  que  prend  y ''+*(a:H-/i — /)  de  /  =  o  à  «=:/i, 
on  aura 


R< 1      M/"c/f= 

1.2...«J^^  1.2.  .  .(«-f-1, 

R> —    j 

I  .  2  ...  «     / 


rnt"  dt  = 


1.2.  .  .(«H-i) 


Ainsi  Rest  compris  entre M  et 


2...(«-|-Ij  I  .2...!  «  -+-  [) 

Donc  (n°  147),  si  la  fonction  proposée  et  toutes  ses  dé- 
rivées, jusqu'à  la  (//  + i )"""",  sont  finies  et  continues  entre 
les  limites  x  et  x-1-//,  R  pourra  être  mis  sous  la  forme 

1.2.  ..(«+!)''  ^ 

6  désignant  une  quantité  positive  moindre  que  i  :  ce  qui 
s'accorde  avec  ce  qu'on  a  trouvé  par  d'autres  méthodes. 
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TRENTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

SUITE  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES.  -  INTÉGRATION  PAR 
LES  SÉRIES. 

Intégrales  dans  lesquelles  les  limites  deviennent  infinies.  —  Intégrales 
dans  lesquelles  la  fonction  sous  le  signe  J  devient  infinie  dans  les 
limites  de  l'intégration  ou  à  ces  limites.  —  Intégrales  définies  indéter- 
minées. —  Intégration  par  séries.  —  Exemples. 


DES    INTÉGRALES     DÉFINIES     DANS     LESQUELLES    LES    LIMITES 
DEVIENNENT    INFINIES. 

386.  Nous  avons  jusqu'à  pi'ésent  supposé  que,  dans 
l'inlégrale  i    f[x)dx,  les  deux  limites  a  et  b  étaient 


J  a 


finies,  et  que  la  fonciion/^(j:)  était  finie  et  continue  entre 
ces  mêmes  limites.  Nous  allons  maintenant  clieicher  ce 
que  devient  l'intégrale  lorsque  l'une  des  limites,  h  par 
exemple,  est  infinie, /"(x)  restant  finie  et  continue.  Dans 


ce  cas 


,  la  valeur  de  Tintégrale  est  la  limite  de  /   J^{x)  dx, 

quand  b  croit  indéfiniment.  Celle  valeur  peut  être  finie, 
infinie  ou  indéterminée,  comme  ou  le  verra  par  les  exem- 
ples suivants. 


387.   1° 

j       e~'dx. 

On  a  d'abord 

1  c-'^Ux  =  —  e--*-|-i 

Donc 

C. 


et,  eu  faisant  Z»  =  co  , 

c  -"^ 


f 
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Si  l'on  construit  la  coiirLe  )  =  — ?  on  obtient  une  bran- 

F'g-  7^'-  cheinfinieasymptoteà  l'axe  Ojr; 

y  Tinlégrale     définie     représenle 

l'aire  comprise  entre  cette  bran- 
che,   l'ordonnée    OA    et    Taxe 
^^~~       X         0.r. 


Jy»GO 
o 

On  a,  dans  ce  cas, 

j     c'^  (Ix  =  r/  —  I ,        I        (?' 

t/o 


r/.i-  =  QO  . 


d.r. 

x-  -\-  c- 


L'intés;rale  indéfinie  est 

d.r 


h 


z=i  -  arc  tancf  — f-  C, 


Par  suite, 
donc 

4" 

On  a 
On  a 


i 


dx  1  h 
=  -  arc  lanu  —i 


-»  "^      dx  I 

=  —  arc  lang  co  ~ 


j   - 

t/o 


.1 


rt'a; 


dx  o  l         e< 

X  a  j 

.1 


cosrcfx 


dx  :=:  m\  h , 
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mais  quand  b  tend  vers  l'infini,  sin  h  ne  tend  vers  aucune 
limite  déterminée.  La  valeur  de  l'intégrale  /      cosxdx 

t/O 

est  donc  indéterminée. 

388.   On  peut  quelquefois  reconnaître  si  l'intégrale 


/ 


h 
f{.x)dx 


a  une  valeur  finie  quand  b  devient  x  . 

Supposons  b  très-grand,  mais  non  infini  :  en  appelante 
une  quantité  comprise  entre  a  et  b,  on  a 


r^'  r'^  r^ 

j     f{x)d.r=    1     /(.r-)r/.r4-    i     f[x)dx 


Puisque^(x)  ne  devient  pas  infinie,  la  première  par- 
tie de  lintégrale  est  une  quantité  finie;  il  suffit  donc  de 

savoir  si  l'autre  partie  |    f{x)(ix  est  unie.  Mettons/'(jr) 

sous  la  forme 


cy  [x)  désignant  une  fonction  qui  reste  finie  pour  toutes 
les  valeurs  dex  plus  grandes  que  Je.  Soit  M  la  plus  grande, 
et  T7i  la  plus  petite  des  valeurs  de  77  (x),  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  plus  grandes  que  A  :  on  aura 


^>/(.^)> 


O 


n  aura  donc 


I    /(.r)r/.r<M   / 


'1    1 
dx 
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Or,  quand  n  esl  ^  1 ,  le  second  membre  de  celte  inégalité 
se   réduit,    pour    Z>  =  00  ,    à    -; — ■•   Doue    Tinté- 


f      f{oc)  dx  a,  dans  ce  cas,  une  valeur  finie.  Si  n 

a 

\ 


est  <^  1 ,  on  aura 


r/(.r)^.r>-^(^-"-/^'-''). 

Or,  i  —  n  étant  positif,  le  second  membre  de  cette  inéga- 
lité devient    infini    pour    h  =  ce  :   donc    /    f{x)dx,    et 

par  suite  l    f{x)dx,  est  infinie  pour  b  =  ce  . 
Enfin,  si  7i  =  I ,  on  a 

/    /{x}d.r:>,n  j 


mais  1  (  -  )  =  00  quand  b  =z  oc  :  donc 
I      f[x)dx  =  X  . 
La  même  remarque  s'applique  à  l'intégrale 

/(,r)r/.r, 


£ 


quand  on  peut  mettre /(j:)  sous  la  forme   — ^,   us  [x) 

restant  finie  pour  toutes  les  valeurs  de  .r  comprises  entre 
—  00  et  une  certaine  quantité  moindre  que  b  :  cette 
intégrale  est  finie  si  n  est  ^  i ,  et  infinie  si  n  est  £  i . 
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INTÉGRALES  DAKS  LESQUELLES  LA  FOKCTION  SOUS  LE 
SIGKE  I  DEVIENT  INFINIE  ENTRE  LES  LIMITES  DE  L  IN- 
TÉGRATION   OU     A    CES    LIMITES. 

389.  Daus  le  cas  où  f[x)  devient  infinie  pour  x  =:  b, 
ou  définit  i    J[x)dx  comme  étant  la  limite  de  Tinté- 

grale   /         /  [x)  dx^  lorsque  s  décroît  jusqu'à  o. 

De  même,  s\J'[a)  =  ao  ,  on  définit  |     f{^x)dx  comme 

la  limite  de  /      J  [x)dx,  quand  s.  décroît  jusqu'à  o. 

Enfin,  siy(6)  est  infinie  ou  discontinue,  c  étant  une 
quantité  comprise  entre  a  et  />,  on  pose  par  définition 

rb  ne — £  n  h 

f{x)  dx  =  lim  I  f[x)dx  +  lim   j       f{x)dx^ 

quand  £  et  r,  décroissent  jusqu'à  o. 

On  voit,    d'après   cela,    comment   il   faudrait    définir 

nb 

I     f[x)dx^   si  J  [x]   devenait  infinie  ou  discontinue, 
»-  « 

pour  un  plus  grand   nombre  de  valeurs  de  x  comprises 
entre  a  ci  b. 

390.  Quand  la  fonction  J^{x)  devient  infinie  à  l'une 
des  limites  ou  entre  les  limites,  on  peut  souvent  recon- 
naître si  la  valeur  de  l'intégrale  esljînic  ou  infinie.  Sup- 
posons, par  exemple,  f{b)  =  :o:so'\i 

./{x)=         ^    ' 


[h--x]"' 


3-2  couns  d'analyse. 

ti  étant  un  nombre  positif  et  t:  (x)  une  fonction  qui  ne 
devient  pas  infinie  lorsqu'on  fait  xSb.  Appelons  A"  une 
quantité  comprise  entre  a  et  b  et  aussi  rapprochée  de  h 
que  l'on  voudra  5  on  a 

/      /{x)cU=     C    f[x)rl.r-l-    I      /{x)dx. 

Or  I      f[x)f1x   a  une  valeur  finie.   Il  suffit  donc  de 

savoir  si  |     f[x)dxe?>iï\n\e. 

Désignons  par  M  et  m  deux  constantes  entre  lesquelles 
ri[x)  reste  comprise,  lorsque  x  varie  de  A  à  h.  On  aura 
pour  ces  valeurs  de  .r,  si  n  est  <^  i, 


/(■^J</-T 


par  suite, 

\  f^x)dc<C^   1 


b 


<_iL  (,,_,,,-„ 


Quand  £   tend  vers  o,  le  second  membre  de  cette  iné- 
galité tend    vers   la  valeur  finie (b  —  A)'""".  Donc 

lim     /  f{^)  '^^  1    ^^  •>     P^r     suite,   /       f[x)dx^  a 

«y  A-  Ja 

une  valeur  finie. 

Je  dis  maintenant  que,  si  Ton  a  n~^  i,  l'intégrale  pro- 
posée est  infinie.  En  elfet  on  a 
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par  suite, 

//  étant  une  quantité  ^i,  lorsque   £   tendra  vers   zéro, 
le  second  membre  deviendra   infini.    Donc,   à  fortiori^ 

\     f{^)  ^^^  tendra  vers  Tiufini. 

Il  en  serait  de  même  si  Ton  avait  n  =^  i\  car,  de  l'iné- 
galité 

on  déduit 

r-'-'  r^—'   d.T 

b  —  k 
>wl  — — . 

Le  second  membre  devient  infini  quand  t  s'annule^  donc 
I    .f{-^')'^-^i  ^^1  P^''  suite,  j     j  [x)dx  elle-même  sera 

Jk  Ja 

infinie. 

391.   Exemples, 


(■' 


P(h 


[^     sjib'' —  bx  —  x- 

a  et  b  étant  deux  quantités  positives  ,  et  P  une  fonction 
de  jr,  qui  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  de  x, 
comprise  enire«  et  h.  On  peut  écrire 

P  P  I  7r(.r) 

X 


\/9,  b^  —  br  —  .j-         \Ji  b  H-  X        \l  b  —  .'■         ,  fj ^, ,  3 


en  laisant  -; —  ■=--t>[ x 

^■2  b  -{-  X 
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Comme  l'exposant  de  b — r  est-<i,  il  résulte  de  la 

Vci.x 


règle  établie  ci-dessus  que  i 

t.'  a 


leur  finie. 


y/a  *2 
f"       dx 


b.r  —  x'* 


—  a  une  va- 


=   —  2  V   I 


Donc 


et,  par  suite, 


Jo  V  '  —  ■^■ 

r  '    d.T    _ 

Jo     V  I  -  -^ 


2  \  £, 


Pour  interpréter  ce   résultai,   construisons  la  courbe 
:  cette  courbe  a  pour  asymptotes  l'axe  des  x et 


J  = 


y/i  —  a: 


une  parallèle  AP  à  l'axe  des  y  menée  à  la  distance  OA  =  i . 


F'S-  77- 


y 

J 

P 

0 

A              X 

On  voit  alors  que 


r  '      dx 

1  7r^ 


re- 


présente l'aire  comprise  entre 
OB,  OA,  la  courbe  et  son 
asymptote  AP.  Ainsi,  quoique 
ce  segment  s'étende  à  l'infini,  j 
son  aire  a  néanmoins  une  valeur 
finie. 


DES    INTÉGRALES    INDÉTERMINÉES. 

392.  Une  intégrale  définie  peut  quelquefois  devenir 
indéterminée,  c'est  ce  qui  a  lieu  pour  l'intégrale 


cosar</.r=  sinx  —  sino. 
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car  sinx,  lorsque  x  tend   vers  Tinfini,  ne  lend  vers  au- 
cune limite  déterminée. 

En  voici  un  autre  exemple  :  soit  l'intégrale 


r 


d.T 


a  el  b  étant  deux  quantités  positives  quelconques.  Comme 

-  devient  infini    pour   jr  =  o ,    valeur    comprise  entre 

—  rt  et  -h  b,  il  faut  poser 

/  —  =  lim  /         h  lini   /         —  , 

J-a        '^  J-a       -^  J,  ^ 

el  l'aire  tendre  e  et  r,  vers  o.  Or, 

a       -^  Jri        •"■ 

donc 

/ h;      —  =  \b  —  \a  -^\i  —  \n 

J-a     -^        Jn      -^ 

Par  conséquent, 


'•.-, 


rT-(!)--(:-) 


Mais  comme  il  n'existe  aucune  dépendance  entre  les  deux 
quantités  variables  e  et  >;,  -  ne  tend  vers  aucune  limite 
déterminée,  et  par  conséquent  l'intégrale  est  indéterminée. 


INTÉGRATION     PA.R    SÉRIES. 


393.   Étant  donnée  une  différentielle  J  [x]  rix ,  si  l'on 
peut  exprimery (.r)  par  une  série  convergente 

(i)  /(.r)=  w,  -h  If,  -\-  it~,-h  .  .  .  4-  ii„  4-  r„, 
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on  auia,  en  niullipliant  par  dx,  et  en  intégrant  entre  deux 
limites  a  et  Z>, 

I     f  {x)d.r  =    I       «I  (l.r  4-    /      u ,  dx  -{-  .  .  . 
a  %)  a  J  a 

u„(l.r.-\-   I      rndx. 

Si  la  série  (i)  est  convergente  pour  x  =  a^  x  =  b  et 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  rt  et  ^ ,  on  peut 
supposer  /'„<^e,  e  étant  une  quantité  aussi  petite  que  l'on 
veut,  pourvu  que  n  soit  assez  grand.  Dès  lors 

j     r„  (fx  <^   /     =  ^^■''  ? 

tJ  a  tJii 

OU 

/        /•„././•<£   (6  —  rt). 

Donc  /  r„  dx  décroît  jusqu'à  zéro  quand  n  augmente 
jusqu'à  l'infini.  Il  en  résulte  que  la  série 

Jl     i/,c/x-h  I     «J  dx  -h   I     II,  f/.r  ~\-  .  .  .  ~\-  I     u„  f/x-\-  .  .  . 
a  J  a  J  a  Ja 

est  convergente  et  qu'elle  a  pour  somme  /    J  [x)  dx.  On 

peut  remplacer  la  valeur  fixe  h  par  rindéterminée  r.  cl 
il  vient 


1 


'     /{r)d.r=    /       u,dr^   /     ',f,di 
Il  J  n  J  a 


394.  Cette  formule  est  encore  vraie  pour  x  =^  b  ^ 
même  lorsque  la  série  z/j  +  «g  -f-  Ug  + ,  .  .  ,  convergente 
quand  x  est  moindre  que;  /> ,  devient  divergente  pour 
x=  b,  pourvu  que  la  série  (2)  soit  encore  convergente. 
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En  eiTel,  quelque  petite  que  soit  la  quantité  positive  s  , 
on  a 

y"(.r)^/a-=   /  u.dx-\-  I  ii,dx-\-   I  Ujdx-\- 

i/«  t/i(  •/« 

Or  les  deux  membres  étant  des  lonctions  continues  de  x  , 
({ui  ont  constamment  la  même  valeur,  leurs  limites  pour 
£  z=  0  doivent  être  étrales.  Donc 


.7.,  dx  H- . 


Jr^h  ^b  rtb  ,-»  h 

/(x)d.r=    l       ll,dx+    l       /tidr-+-    i       .7., 
n  'J  II  ^a  'J  II 

395.   En  général ,  si  la  formule   de  Maclaurin  donne 
pour  y  (x)  une  série  convergente, 


on  aura 


|'/(^)./a;=C4-.r/(o)4--^/'(o;-f---^/''(n)  4-  .  .  .  . 

Si  Ton  veut  en  déduire  l'intégrale  définie    |       f  [x)  dx  ^ 

c'est-à-dire  si  Ton  veut  que  l'intégrale  commence  à  x  =  0, 
ou  soit  nulle  pour  a:  ==:  o,  il  faudra  que  C  soit  nul.  On  a, 
dans  ce  cas, 

I    f[x)  dx  =  xf{o)  +  -^f  (o;  H-  — ^-/"  o)H-. . .  . 
t  0 

EXEMPLES    n'l]^ïÉGRATIO^     l'AU     SÉRIES. 

39(3.     I"  /"-^  =l(,+.r). 

J   I  -h  .r 

Par  une  simple  division  on  trouve 

=  I  —  X  -f-  ./•'  —  j;' 


I  H-  .r  I   -t-  X 
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Donc 

.  ,                                x"-         x^        x''  ,     x"  l   ^   x"  clx 

\{i^x)  =  x H  _         -^.  ..±_q3/         ^^. 

o 

Quand  J?  est  moindre  que  i  en  valeur  absolue,  la  série 
I  —  X  -\-  X'  —  x^  -\-  .  .  .  est  convergente 5  donc  la  série 

X  — h-^ 7-+...  Test  aussi  entre  les  mêmes  limites 

234 
(le  X.  Donc  quand  —  i  <^  j:  <^  H-  1 ,  on  a 

x^        x^        x^ 

f^  x"  clx 
tend  vers 
«•  o 

z('ro  quand  n  augmente  indéfiniment. 
En  effet,  si  x  est  positive,  on  a 

x"       ^ 

r  -(-  X 

donc 

r^  .r"  dx  f -^  ^''+' 

1 <;  1     jc"  dx  = 

/       I  -f-  .r         /  «  H- 1 

Or  quand  n  augmente,  le  dernier  membre  tend  veiszéro. 
Donc,  en  arrêtant  la  série  à  un  certain  terme,  l'erreur 
commise  sera  moindre  que  le  terme  suivant.  Cette  erreur 
sera  en  plus  ou  en  moins,  suivant  que  le  dernier  terme 
employé  sera  de  rang  pair  ou  de  rang  impair. 

Quand  X  est  négative,  en  désignant  par  a  une  quan- 
tité plus  grande  que  x,  mais  moindre  que  i,  on  a 


I  —  a 


et,  par  suite, 


r 


,r"  dx 


1  —  .r  ^~  (  «  -I-  I  )  (  !  —  y.  ) 

expression  qui  tend  vers  zéro  lorsque  //  augmente  jusqu  ;i 
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l'infini.  Dans  ce  cas,  l'erreur  est  toujours  dans  le  même 
sens. 

Si  roii  avait  x  =:  i ,  la  série  i  —  i  H- 1  —  i  4-  i  — .  .  .  ces- 

serait  cl  être  convergente,  mais  Ja  série  i h-x  —  -7+ •■• 

'^         '  234 

le  serait  encore,  et  représenterait  1  2  (n"  394).  On  a  donc 
'        '         ' 

l2=I \-~  —  7   -f- 


=  arc  tang  x. 
I       «  -f—  *■" 

On  a 

r 

:  =  1  —  x'^  -\-  X*  —  j:*  +  .  .  .  ±  x"' 


n  étant  un  nombre  positif  impair;  si  l'on  intègre  les  deux 
membres  et  qu'on  désigne  par  arc  tan  g  a:  le  pins  petit 
des  arcs  positifs  ayant  x  pour  tangente,  on  trouve 


x^        x^        X-  ,    x"  r    x"-^' lix 

357  „    -f-     /  I   +  .i2 

La  série  1  —  x^  -hx''  —  x^  -+-  .  .  .  cesse  d'être  convei- 
gente  pour  x  =  i,  mais  la  série  x  —  -^  -h-~  —  ■  •  •  I  est 
encore  pour  x  =  1 5  on  aura  donc 

TV  III 

arc  tang  i=-=  i  —  ô+'F h-... 

4  357 

r""    dx 

\      ■  =  arc  sm  x. 


3" 


Par  la  formule  du  binôme,  on  aura 

I  I    ■        1.3    ,       Î.3  5    , 

^i  —x'  2  2.4  -2.4.6 

Mullipliani  le   second  membre   par  rlx  et  intégrant,  il 
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vient 

,     ,  .  1  .r'  1.3     x^  1.3.5 


^    '  2  3    '    2.4     5        2.4.67       '  "  '  ' 

série  convergentt;  quand  ou  a  — i  <^x<^i,  [>uisque  la 
série  (i)  est  convergente  entre  ces  limites. 

La  série  (i)  cesse  d'être  convergente  pour  x  =  i\  néan- 
moins, comme  pour  x  =  1  =  sin  -  la  séiie  (2)  est  en- 
core convergente,  on  a  (i!°  394) 

TT  II        i.3i        i35i 


2  23       2.45       2.5.67 

On    trouve    une   série  plus    conveigenle  ,    en    faisant 


X  =  -  =  .S)  n 

2 


1  I        I  1.3       I 

2  2     2^.3        2.4     2^.5 
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APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DU  CALCUL  INTÉGRAL. 

QUADRATURE  DES  AIRES  PLANES. 

Formules  générales.  —  Quadrature  des  courbes  rapportées  à  des  coor- 
données rectilignes.  —  Quadrature  des  courbes  rapportées  à  des  coor- 
données polaires. 


FOaMULES    GÉNÉRALES. 

397.  Soit  CMD  la  courbe  dont  l'équation  en  coordon- 
nées rectangulaires  est  1== /"(x), 
et  représentons  par  u  Taire 
ACMP.  En  appelant  x  et  y  les 
coordonnées  du  point  variable  M 
(n"  207),  on  aura, 

c/ii  1=  )  tljc  =  J'{.t)  dv. 
I 

Par  conséquent  u  =^  JJ  [x]  dx. 

Si  l'on  veut  que  l'aire  soit  limitée  à  l'ordonnée  CA 
correspondant  à  l'abscisse  OA  =:  a.  l'intéç^rale  doit  com- 
mencer à  .r  =  /7,  et  l'oî)  a 


"  =^  i      f{x)  <lj^ , 


X   représentant  l'abscisse  dun   point  quelconque  de  la 
courbe. 

Enfin,  si  on  limite  de  même  l'aire  à   l'ordonnée  BD 
correspondant  à  j:  =r  OH  =  h^  on  a 

//  =  aireABCD  —   /      /(.r)  r/.r. 

Si  les  axes  étaicnl  obliques,  on  aurait,  en  appelant  ô 


382 

ranglc  des  axeo, 

aireABCD 
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inQ  l'    f{x) 


dx. 


398.   L'intégrale  définie  est  la  somme  des  valeurs  infi- 
niment petites  de  la  difTérentielle  entre  les  deux  limites  a 
et  h.  Or,  si  Ion  suppose,  ce  qui  est  le  cas  ordinaire,  que 
dx  soit  positive,  f[x)dx  ou  la  différentielle  de  l'aire 
lig.  79.  sera  positive  ou  négative,  sui- 

vant que  f{x)  ou  l'ordonnée  y 
sera  positive  ou  négative.  Par 
conséquent,  l'intégrale  représen- 
tera la  diflerence  entre  la  somme 
des  segments  situés  au-dessus  de 
l'axe  des  x  et  la  somme  des  segments  situés  au-dessous, 
de  sorte  que,  si  l'ordonnée  change  de  signe,  deux  fois  par 
exemple,  entre  les  ordonnées  AC  et  BD,  on  aura 


:^'T^ 


I. 


/{.r)dr  =  AL:H—  HIK-f-  KDB. 

J^a  somme  de  ces  segments  serait  donnée  par 

f    f[x)<lx—Ç    f[x)dx+Ç    f{x]dx, 

Ja  Jh  .h 

en  désignant  par  h  et  A  les  abscisses  OH  et  OK. 

399.   Si  l'on  voulait  avoir  la  mesure  de  la  surface  com- 


Fig.  80. 


ancCC'M'M 


prise  entre  les  deux  ordonnées 
CA,  MP,  l'arc  CM  et  l'arc  CM' 
dune  autre  courbe  ayant  pour 
équation 

on  aurait 


ydx —    /        y'dxz=    l        [y  —  y')dx. 
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EXEMPLES    DE    QUADRATURES   DE    COURBES    RAPT'ORTÉES  A    DES 
COORDONNÉES    RECTILIGNES. 

400.  Soil  craboid,  comme  exemple  de  la  ibéorie  pré- 
cédente, une  parabole  quelconque  Y"  =  px"\  ni  et  n  étant 
positifs.  Soit  aire  0MP  =  W5  on  a 


(/m  r=;  ydx  ■=:.  p    X     dx  , 


d'où 


"  =  /    y 

Jo 


=    /       ydx  = /-' 

m  -+-  n 


I  III  -i-  n 

II  ^     " 


Fig.  8i. 


Ce  résultat  peut  s'écrire 


•  //'  x"  X  = 


m  -+-  n 


Xf 


OU 


Or,  xj  représente  l'aire  du  rec- 
tangle OPMQ  construit  sur  les 
coordonnées  du  point  M.  On  a 


OMP  :  OPMQ  =  n  :  [m  -h  «) , 

OMP  :  OMQ  —  n:  m. 

Ainsi,  la  parabole  partage  le  rectangle  OPMQ  dans  le 
rapport  constant  de  n  '  m. 

401.  Réciproquement,  il  n'y  a  que  les  paraboles  qui 
jouissent  de  cette  propriété.  En  eiïet,  la  proportion  pré- 
cédente peut  s'écrire 

u  '.  (xj  —  n)  :=  r/  '.  m , 

d'où 

{m  -\-  n)  u  ■:^  nxy . 

Par  conséquent,  on  doit  avoir 

(  m  H-  //  )  du  =  nxdy  -{-  nydx , 
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OU,  puisque  duz=  ydx^ 

(  m  -\-  n  )y  d.r  =  nx  dy  -I-  ///  d.r  , 
OU  enfin 

m  y  d.T  =  nx  dy. 

Ce  résultat  peut  se  mettre  sous  la  forme 


d.T 


d'où,  en  intégrant, 

/i\y  =  f}/\x  -h  C     ou     I  )  "  =  1^'" -h  C. 

Mettant  C  sous  la  forme  ]/>,  il  vient,  pour  l'équation 
générale  des  courbes  qui  possèdent  la  propriété  dont  il 
s'agit, 

Ir"=r  l/^./"', 
ou 

J"  =  p-^"'- 

Dans  le  cas  de  la  parabole  ordinaire  j- =  ;7a?,   on  a 
;/  =  2,   m  =  I,   et  par  suite 


ary. 


402.  Considérons,  en  second  lieu,  une  courbe  du  genre 
Fiff.  &■>..  /z)7>e/'^o/e  donnée  par  l'équation 

■r"'j"=p, 

m  et  //  étant  deux  nombres  en- 
tiers positifs.  On  n'a  représenté 

- dans   la  figure  que  la  branche 

^  située  dans  l'angle  yOx^  et  qui 

a  pour  asymptotes  les  deux  axes. 
Supposons»^//?.  Soient  jy  =  ACMP,  OA=<'/,  OP=.r. 
On  a 


u=   I       jd.r=   I       jj"x 
J  a  Ja 


ix  ^ 
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el,  en  efteoliiant  l'intégration, 


n  —  //;  I 

—  p     \X  a 


On  voit  que  si  x  augmente  jusqu'à  l'infini,  l'aire  ACMP 
augmente  aussi  jusqu'à  l'infini.  Mais,  au  contraire,  si, 
laissant  MP  fixe,  on  fait  décroître  a  jusqu'à  o,  la  surface 
augmente  continuellemenr,  mais  en  restant  toujours  finie, 
et  à  la  limite,  quand  a=i  o,  cette  aire  se  réduit  à 


1      n  —  ni 

n  11 

p     X 


Ainsi  la  surface  ACGH  tend  vers  une  limite  finie,  à  me- 
sure que  le  point  G  se  rapproche  de  plus  en  plus  do 
l'asymptote  Oy. 

I  ni 

Cette   limite  ,    égale    à    /;"  .v.x    "    ou    bien    à 

n  —  m 

xj  ,  est  dans  la  rapport  constant  de  «  à   Ji  —  m 


avec  le  rectangle  OVMQ  =  xj.  On  a  donc  la  proportion 

u  :  XJ  =  n  :  (;z  —  w), 

en  désignant  par  */  l'aire  indéfinie  qui  cependant  a  une 
valeur  finie. 

403.  Réciproquement,  il  n'y  a  que  les  courbes  com- 
prises dans  l'équation  x"'j"^=p  qui  jouissent  de  cette 
propriété.  En  effet,  on  déduit  de  la  proportion  précédente 

«  ( /?  —  m)  ^  ^■^.ïi 

d'où 

[n  —  m) du  :=:  nx  dy  +  ny  dx. 

Comme  c/ii  =  y  dx,    il  vient,  en    réduisant  et  divisant 

par  xy, 

dx  dy 

X  X 

I  .    î*"  édition.  aS 
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Donc,  en  intégrant, 

n  1  )  ^  C  —  /«  I  jf, 
ou  bien,  en  faisant  C  =  Ip, 

.7?"' 

d'où  x'"y"  =  p. 

Dans  le  cas  particulier  où  m  =  «,  l'équation 

.r'"j  "=^  p 
revient  à  la  suivante 

xj=p, 

qui  représente  une  hyperbole  équilatère  du  second  degré. 

On  aura 

P        .  dx 

r=  —  »     donc     ydx  =  «  — , 

X  '  .r  ■ 

et,  par  suite, 

M=:nl.r  +  C  =  />i-' 
'  a 

Si  /?  =  I ,  a  =  I ,  on  aura 

«  =  1 X, 

c'esl-à-dire  que  Taire  est  égale  au  logarithme  népérien  de 
l'abscisse  (n°211,  ?,"). 

404.   Soit  maintenant  le  cercle^  dont  l'équation  est 


on  en  tire 


Fig.   83. 


c  — ^ 


/ 


p  A.       JT 


y  =  y  fl'^  —  ,x- . 

Considérons  un  segment  quel- 
conque COPM,  limité  à  l'axe 
des  y,  et  à  une  ordonnée  ar- 
bitraire MP.  Nous  aurons,  en 
désignant  par  u  l'aire  de  ce 
segment, 


(••) 


Il  =    i      dx  \a-  —  .r'  ! 
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en  inlégrant  par  pariîes,  il  vient 

(2)  1   dxsja'' — .-r- =  .r  y/rt'-'  —  .r' -j-   i    - 

Mais 

^/    \/rt^  —  X-        J  sja-  —  .r- 

r     d.T  r      , 

J    y/«2_.^3        J  "^ 

Portant    celte   valeur   dans    l'équation  (2),   transposant 
et  divisant  par  2,  il  viendra 

r, .r  v"' ' —  .^'        fl"    /*      c?j: 
rf.r  v/rt^  —  .r-  = 1 j  -         . 

2  J  ^1^2  _  ^2 


Mais 

(l.T 


arc  sin 1-  C: 


^  /   \  a^  —  x^ 


■i 


X  V«-  X-  <7' 

•!    ! _J_     


u  =   I      dx  \ja-  —  x'  = 1 arc  sin  - 


On  déduit  de  là  l'aire  du  secteur  COM.  En  eflet,  le 

_77   if  (2^  - JC^ 

triangle  OMP  a  pour  mesure ;   en  le  retran- 
chant du  segment,  on  aura  don»- 


a-  .     X        a  ,     x        a 

secteur  OCM  =  —  arc  sin  -  =  —  «  arc  sin  —  =  —  arc  CiM  , 
?.  «2  a        "?. 


c'esl-à-dire  que  V-airc  du  secteur  cliculaire  a  pour  mesure 
le  produit  de  Varc  qui  lui  sert  de  hase  multiplié  par  la 
moitié  du  ru)  on. 
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405.   Passons  à    Vellipse^  dont  l'équation  est 


Fig.   84. 


et  soit  u  le  segment  OPMB,  li- 
mité à  l'axe  des  y  et  à  une  or- 
donnée quelconque  MP.  On  tire 
de  l'équation  de  l'ellipse 


y  rt'-'  —  .r'' . 


Donc, 
^  J 


Déciùvons  sur   l'axe   2a  comme   diamètre   une  demi 
circonférence,  et  soit  u!  l'aire  du  segment  COPN  ;  on  a 


d.v  \l a'  —  x' , 


d'où  l'on  déduit 


Ainsi  le  segment  elliptique  et  le  segment  circulaire, 
qui  correspondejit  à  lu  même  abscisse,  sont  entre  eux 
dans  le  l'apport  constant  de  b  «  a.  Il  en  résulte  que  si 
l'on  désigne  par  S  la  surface  entière  de  l'ellipse,  et  par 
S'  la  surface  du  cercle,  on  aura 

d'où  l'on  tire,  à  cause  de  S'  =  ixa-, 

b 
8  =  —  y<^  Tza-  ^=1  Tz  nb  : 
n 

donc  la  surface  de  l'ellipse  est  moyenne  proportionnelle 
entre  les  surfaces  des  deux  cercles  qui  ont  pour  dia- 
mètres respectifs  les  axes  de  V ellipse. 

406.   Les  deux   triangles  OMP,  ONP,  qui  ont  même 
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base  OP,  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs.  Donc 


et  comme  d'ailleurs 


OMP 
ONP 

MP 
NP 

a 

li 

_  b 
a 

h 


a  —  OMP         b 


«'  — ONP         a 


OBM        b 


OCN         « 


ce  qui  permettra  d'évaluer  le  secteur  elliptique  OBM, 
puisque  l'aire  du  secteur  circulaire  OCN  est  connue.  On 
passera  de  là  facilement  à  l'aire  d'un  secteur  quelconque. 
On  peut  diviser  l'ellipse  en  un  certain  nombre  de  sec- 
teurs égaux,  quand  ou  sait  faire  la  même  opération  pour 
le  cercle.  Il  suffit  de  diviser  le  cercle  en  parties  égales, 
puis  de  mener,  par  les  points  de  division,  des  perpendi- 
culaires à  OA.  Si  l'on  joint  le  centre  aux  points  où  ces 
ordonnées  rencontrent  l'ellipse ,  on  aura  divisé  cette 
courbe  en  secteurs  égaux. 

407.   Pour  Vliyperhole,  dont  l'équation  est 


Fig.  85. 


y- 


b     , 


l'aire  du  segment  AMP  est  don 
née  par  la  formule 


T  ^      /         ,-1 : 

a    f 

Eu  intégrant  par  parties,  on  a 


(Lt:. 


I 


'cLx 


Mais 
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/x^dx      _    r  [x- —  a' -h  a')  dx 
y/x'  —  a'''       J  \:x^  —  a} 

r       — - — -  r     dx 

=    I  d.T  \^'x'  —  a-  -i-  a^    I  -  : 
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/ 


dx 


\Jx-  —  a' 


\{^x  -\~  \  x'^ 


C; 


on  a  donc 

I  dx  \ix-  —  a- 
d'où 

AMP 


V-^'  — 


\\x  -\-  V-Î-'  —  «' 

2 


C, 


hx  \  x"^  —  a- 


2 


4-  "Jx'  —  a" 


408.   Comme  dernière  application,  considérons  la  cy- 
cloïde  AMD  engendrée  par  le  mouvcmenfdu  cercle  ANB 
roulant  sur  la  droite  BD.  Prenons  pour  origine  des  coor- 
ïij/.  86.  données  le  sommet  A,  et  pour 

axes  la  normale  et  la  tangente  à 
la  courbe  en  ce  point.  L'équa- 
tion ditïéreutielle  de  la  cycloïde 
est  alors 


dx  ■=■  dy 


lin  — 

V  — 


On  aura  donc 

aire  AMP: 


r  r      

I      ydx^=.    I       dys^iay  —  y'. 


Menons  MQ  perpendiculaire  à  AB,  et  soit  AQN  le  seg- 
ment déterminé  par  MQ  dans  le  cercle  A]NB,  En  obser- 
vant que  QN  =  sjiay — j^,  nous  avons 
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donc- 
AMP  =segni.  ÀNQ. 

Si  l'on  fait  x  •==  TXii,  el  par  conséquent  y  ■=  2 a,  on  aura 

ADG=: 

2 

Retranchant  cette  aire  de  l'aire  ina^  du  rectangle  ABDG, 
et  doublant,  on  aura 

2  aire  AMDB  =  37rrt'; 

.c'esi-à-dire  que  V aire  comprise  entre  la  cycloïde  et  sa 
base  est  égale  à  trois  fois  Vaire  du  cercle  générateur. 

QUADRATURE    DES   COUUBES    RAPPORTÉES   A    DES   COORDONNÉES 
POLAIRES. 

409.  Si  u  désigne  l'aire  du  secteur  COM,  on  aura 

Fig.  87.  ^ 

jj  du  r=  —  7-2  f/9  , 


r  et  6  étant  les  coordonnées  po- 
laires du  point  M;  par  suite. 


"=ï/' 


'f/0. 


cette  intégrale  avant  pour  limites  les  valeurs  de  Q  qui  cor- 
respondent aux  points  C  et  M. 

410.  Soit  comme  application  la  spirale  logarithmique, 
dont  l'équalioa  est 


2  ^  4'"  4"' 

Fig.  88. 

Posons  OC  = /■',  et  faisons  dans 
^ /^  la  formule  /' =  r'-^  il  vient 

c 


\  -Vy ■ o  =  ^  -f-  C  ; 


par  suite, 
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4"' 


Si  le  point  C  se  meut  eu  rétrogradant  sur  la  courbe,  le 
rayon  vecteur  OC  décroit  jusqu'à  o,  et  Faire  du  secteur 

tend  vers  la  limite  -; — 


4  w 


411.  La  quadratuie  des  aires  curvilignes  est  quelque- 


fois rendue  plus  facile  par  l'em- 
ploi des  coordonnées  polaires. 

Pour  en  donner  un  exemple, 
soit  lacourbequi  a  pour  équation 


r 


:y  =  o. 


Celle  courbe,  connue  sous  le  nom  de  foliiim  de  Des- 
cartes, se  compose  de  deux  branches  infinies  qui  se  tra- 
versent mutuellement  à  l'origine,  et  qui  ont  pour  asymp- 
tote commune  la  droite  dont  l'équation  est 


y 


Avec  les  coordonnées  primitives,  la  question  qui 
nous  occupe  exige  la  résolution  d'une  équation  du  troi- 
sième degré  5  mais  si  l'on  prend  l'équation  polaire  de 
la  courbe,  en  plaçant  le  pôle  au  point  O,  on  n'aura 
jamais  qu'une  seule  valeur  du  rayon  vecteur  pour  une 
direction  donnée 5  car  l'origine  étant  un  point  double, 
l'équation  devra  être  satisfaite  pour  deux  valeurs  nulles 
de  r,  et  par  conséquent  le  premier  membre  sei^a  divisible 
par  z'^. 

Si  l'on  prend  Ox  pour  axe  polaire,  il  faudra  remplacer 
X  par  7'cos9  et  r  pai"  /sinG  dans  l'équation  (i),  ce  qui 
donnera 

/•'  (ros''  6  +  sin'  6)  --  ar"  sin  9  rnsô  =  o , 
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OU  bien,  en  supprimant  le  facteur  r^  et  résolvant  par  rap- 
port à  /•, 

,    ,                                              a  sinô  cosô 
(2)  r  =  ~ 

SUT*  9   -i-  COS'O 

D'ailleurs,  u  désignant  Taire  du  segment  OAM,  on  a 
11=  ~   I      r'elQ. 

Donc,  en  remplaçant  r  par  sa  valeur,  nous  aurons 

1     r^     fl=sin'Ôcos-6 

u  =  -     I : ciô  , 

"  Jo    (ces' 9  -+-  sm^Ôj' 
ou  bien 

..    I       tanche 


_  °      cos^Q 

"~   2^0       II  +tang^9j^' 

Pour  trouver  cette  intégrale,  posons 

dO 

I  4-  tans-*  9  =  3,      d'où     dz  1=  3  taiiL'"  9 

^  ^      cos-6 

et,  par  suite, 

dd 

(an-' 9 

cos^G        i    i   (tz 

C 


/ 


3 J    z-  3  z 


(i  +  tangue; 

o  (i  -h  tang-  B) 

En  reportant  cette  valeur  dans  u.  ou  a 

a'  1 

u  =  —  —  ■ h  C. 

t)      I  -H  taug  •  9 

La  constante  C  devant  être  déterminée  de  manière  cpit 

l'aire  soit  nulle  pour  0  =  o,  on  a  C  =3  —  :  par  suite, 

n-       lanc'9 
w  = 5 

h    i     \-  laiig'9 


394  COLRS    DAKALYSE. 

On   obtiendra  l'aire  de   la  feuille  entière,  en  faisant 

0  =  -  dans  la  valeur  de  u,  qui  devient  alors  -77  :  car  la 
2  ^  6 

r       .  tançf^ô  ,,  ,     .  I 

iraction  '■ — -  -•>   que   Ion  peut  écrire »  est 

I  -h  tang»  9     ^  '  I  -I-  coe  6 

égale  à  i  pour  9  =  —  . 


EXERCICES. 

i .  Calculer  l'aire  que  renferme  la  développée  d'une  ellipse  dont 
les  axes  sont  2a  et  ih. 

3     [a--b'Y 

S0LLTI0.>(.  -77^ ; 1— 

8  ao 

2.  Trouver  en  coordonnées  polaires  l'équation  de  la  développante 
d'un  cercle,  l'expression  d'un  arc  de  cette  courbe  et  celle  du  sec- 
teur compris  entre  cet  arc  et  les  droites  menées  du  centre  du  cercle 
aux  extrémités  du  même  arc. 

Solution.  —  Équation  de  la  développante. . .     <-/9  =  - — — —  dr. 
Arc  de  la  courbe 

ICI 

Secteur — -  f /-^  —  «-  ) 

or/ 

3.  Trouver  l'aire  contenue  dans  la  portion  fermée  de  la  courbe 

x''-'rf^  —  a^XY=  o 
ifui  se  trouve  dans  l'angle  des  coordonnées  positives. 

Solution.  "  '^—— 


^r- 

2 

a' 

ar 

,/r- 

'  — 

a~ 
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TRENTE-QUATRIÈME  LEÇON. 

RECTIFICATION    DES   COURBES   PLANES. 

Formule  générale.  —  Application  à   divers  exemples.   —  Parabole.   — 
Ellipse.  —  Hyperbole.  —  Cycloïde. 


FORMULE    GÉNÉRALE, 


412.  Si  l'on  désigne  par  s  un  arc  de  courbe  compris 
entre  un  point  tixe  et  un  point  de  cette  courbe,  dont  les 
coordonnées  rectangulaires  sont  x  et  > ,  on  aura 


ds  =  s/da:'  -)-  dy-. 

Il  suffira  donc,  pour  trouver  la  longueur  de  l'arc,  d'in- 
tégrer \Ulx'^ -\-  dy^  entre  des  limites  convenables,  après 
avoir  remplacé  x  ou  j  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation 
de  la  courbe  :  si  y,  par  exemple,  est  fonction  de  je,  on 
prendra 


-j"^V'+'£ 


RECTIFICATION    DE    LA    PARABOLE. 

413.   Si,  par  exemple,  nous  voulons  trouver  la   lon- 
gueur d'un  arc  delà  parabole  dont  l'équation  est 

Y-  =  ipX, 

il  faudra,  dans  la  formule 


ds  =  \l  don-  -f-  dy'^, 

OÙ  nous  supposerons  x  fonction  de  j",  remplacer  dx  par 
sa  valeur  tirée  de  l'équation  dilïérentielle)  r/^  =  ^fl^x,  ce 
qui  donnera 


v/- 


^lÈ[l^.,..-'k..--r 


ds  =  \     — -^ h  dy-  =  —  V' r-  4-  p 

»/     p-  p 
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Nous  avons  donc,  si  Tare  doit  commeucei  au  sommet  de 

la  courbe, 


■'  =  -  I     'h  h-  H-/> 


Eli  intégrant  par  parties,  il  vient 


I  ^.y  s/ y  +  />'  =  y  ^  y'^  -\-  p-  —  \ 


si  y  +  p' 
mais  on  a 

f-4:LÈ=  =  l  dy s7+~p' - 1>'  l  Tr= 
J  \p'-^y'     J  J  \/p'+.' 

Par  conséquent,  en  substituant  et  transposant, 

b 


r    I / —     ,.r    « 

3    ï  dY\ly-^p' ~y\:y--^  p'-^p-    \  y=f 

■     Or  (n"  347,  i") 

Ç  ,    '-^        =  1  (.)■  4-  v'rM=7^)  +  C; 
J  ir'-^p' 

donc 

Pj  ^P  2         ' 

L'intégrale  devant  s'annuler  pourjy  =  o,  on  aura 

o  =  -  1  w  H-  C,      d'où      C  =  —  -  1/.-  ; 
en  substituant  cette  valeur  dans  la  formule,  il  vient 


_>vV  ■+-  p"      P  1  / .'  +  sly^-\-  p- 


ip  ^     \  P 


UECTIFICATION    DE    L  ELLIPSE. 


414.   Considérons  l'arc  d'e//f/7,ye  BM,  compte  ,i  partii 
du  sommet  B  du  peiit  axe  [fig-  84,  p.  388). 
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De  Téqualion  de  la  courbe 


on  tire 


dy  _ 
dx 

b\x  _ 

on 

auia 

ds  = 

donc 

-.dx^. 

dx^. 

b''x' 

+  - 

a 

b'x-" 

i(a^b-  —  b'x') 

ou 

bien 

ds 

=  ./xy/^ 

<  —  («=- 

-b') 

-x^) 

X- 

Posons  pour  simplifier  y^a^ — h^  =  ae,  e  désignant  l'ex- 
centricitc,  c'est-à-dire  le  rapport  de  la  distance  focale  au 


grand  axe  :  il  vient 


ds 


/a'  —  e'x' 

=  dx  i  / 

V      «■■'  —  /r' 


Comme  x  varie  entre  o  et  rz ,  on  aura  toutes  les  valeurs 
de  X  en  faisant 

X  ^za  sin'^, 
l'angle  (jp  variant  de  o  à  -  :  il  en  résulte 


/i — e-sin'^cp  ,      , r-T— 

(/.y  =  «(^coCOSrpi/  r =  ad  a  U  I  — e^sm'œ  . 


Nous  aurons  donc  enfin 

.V  =  arcBM  ^=  a    l      <-/ tp  \ 


41 


5.  L'intégrale   |      ^/cpy/i  —  e^sin'' 9  est  une  fonction 
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transcendante  dont  la  valeur  ne  peut  être  obtenue  que 
par  un  développement  en  série.  La  formule  du  binôme 
donne 

.^  I       .  I  I       . 

(i  —  e'sm'ti/)'  =  [ e'sin'cp -j  c'sm*^ 

^  ''  ■?.  '24 

I.I.3      .  I.I.3.5 

j—-.  e^ sm'' 0 .    ,,   ,-  e'sin' <p  —  .... 

2.4.6  '        2.4-0. o 

On  a  donc  pour  l'arc  BM 

© e'  I   c/osin-ep 7  c'   I  «-/«sin'œv 

'■       2     J       '         ^        24     J       ■  '    \ 

-^-— T  c  '  /  Jo  sin"©  —  ...  / 

4-^     J       '  '  / 


I .  I  .3 


Les  intégrales  du  second  membre  s'obtiendront  en  substi- 
tuant o  à  X  dans  la  formule  (G)  du  n°  376,  ce  qui  donne 

/00s  o  r  .      ,       m  —  I  . 
sin'"orto  = J  sm"*"';»  H sm"""'-» 
/7?     L            'm  —  2 

J      ini  —  i){m  —  Z)   .        ^  {m—i){n!  —  3<...5.3.i  .       \ 

^j       (to  —  2}(w  — 4)  {m  —  i)[m  —  4}... 4. 2         J 

[m  —  i){m  —  3) ... 5 . 3 .  I  o 


—  2){/;î  — 4)...4.2 


On  ne  met  pas  de  constante   arbitraire  parce  que  cette 
intégrale  doit  commencer  à  zéro. 

416.  Si  Von  veut  avoir  le  quart  de  l'ellipse,  il  faudra 
faire  <p  =  -  dans  toutes  les  intégrales.  Cette  substitution 
effectuée  dans  la  formule  (2)  donne 


..,,  r  ■  m    ,         1.3.5. ..(/«  —  3)( 

(3)  j      sm'"©f/(t  = 4-7^ -^ 

^    '  j  2.^.0. . .m 


i  .3.5.  .  .{m  —  3)  (m  —  I )    ïT 

3 
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Ou  aura  doue 


/ 


■    / :--—    ,  7T  I  iTT  III. Stt 

y  I  —  e^  sin'  es  r/cp  = e^ -y  c*  — j  — 


1 .  1 .3      1.3.5 


2.4.6       2462        "'' 
et  par  suite 

I  / 1.3.5  ;y     1  / 1.3. 5. 7   y_     '] 

51,2.4.6"';  7\2.4.6.b^7  •••]' 
série  convergente,  et  cFautant  plus  que  e  est  plus  petit, 
ou  que  a  diiîère  moins  de  b.  Lorsque  l'ellipse  s'écarte  peu 
du  cercle  décrit  sur  le  grand  axe,  il  suffit  de  calculer  un 
petit  nombre  de  termes  de  la  série  pour  en  avoir  la  valeur 
avec  une  approximation  suffisante. 

417.   On  aurait  pu  parvenir  à  la  formule  (3)   sans  re- 
courir à  la  formule  (2).  En  effet,  si,  dans  la  relation 

/sin'"~'ocoscf;        m  —  i    T  . 
sm'"(ad(D= '■ H 1  s\n'"~^odm, 
m                     m      J 

on  prend  les  intégrales  entre  les  limites  zéro  et  -■>  on  aura 


f 

t/o 


On  aura  de  même 


J-               ,           m  —  6  I  '    . 

s>\n'"~-toao  3=  i  sin"*    'oata, 

^     '         ni  —  2  /  '     ^ 

I      sin^^^iprfcp  =^  J  I  sin"'-''(j)rtç), 


*/o 


Sin^c»  ri  'S      r=  —  •  -■ 
2     2 
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Par  suite,  an  inullipliant  toutes  ces  équations   terme  à 

terme,  on  aura  comme  plus  liaut  (416) 

rV  ^  (w  —  l}(/«  —  3)(W  — 5)..  .3.1  7r 

I      sm'"cprf»  =  ^ '— '-^ —^ , 

X  /«(W  —  2)..  .4.2  2 

et  substituant  dans  la  valeur  de  5,  on  retombera  sui  le 
résultat  déjà  trouvé. 

-ils.   Il  est  facile  de  trouver  sur  la   figure  l'angle  '^ 
donné  par  l'équation 

.r  =  rtsiny. 

Or,  si  l'on  décrit  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse  comme  dia- 
mètre une  circonférence  {^fig.  84,  p.  388)  et  que  l'on 
joigne  ON,  on  aura 

OP  =  j:  =  ON  cosPON  =  a  sinCON ; 

par  (conséquent  l'angle  CON  est  l'angle  cp. 

UECTIFICATIQN    DE    I.'hYPEKBOLE. 

419.  Dans  le  cas  de  Vhjperboîe,  représentée  par  l'équa- 
tion 

n'^y^  —  h''x-  =  —  a'Z»% 
on  a 


Posons,  pour  simplifier, 

y/rt*  +  b^  =  ac, 

e  représentant  le  rapport  de  la  distance  focale  à  l'axe 
transverse.  Il  viendra 


/  e'x'  —  rt' 

as  =1  dx  i  /  • 

V     X'  —  a^ 

Comme  x  varie  entre  a  et  l'infini,  posons 


COSip 
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(f  variant  de  o 

a  -•  On  aura 

2 

as\n<fd(f 

OOS^fB 

et,  par  suite, 

ds-    ^^ 

_./fl2^î_  «  =  COS^(p  =  . — -^i. 

4oi 


Donc 


Jr^          df        /         cos-ip 
I       ne —  1/  I — • 

Pour  obtenir  cette  intégrale,  on  développera  le  radical 
»  /  j  —  22fJP  pg^  j^  formule  du  binôme,  et  il  viendra 

ï~  I  cos=(j>         I     1  ces*  tp  "~l 

'-''Vo     ^^  i.i.3...(2/z-3)ros^>  ' 


d'où 


ou 


s  =  aetano,^ 


Il  reste  à  intégrer  des  expressions  de  la  forme  cos'" cçdf, 
m  étant  pair.  On  y  parviendra  en  faisant,  dans  la  for- 
mule (F)  du  n**  375,  j:  = ç. 

RECTIFICATION    DE    LA    CYCLOÏnE. 

420.  On  a,  en  prenant  les  mêmes  coordonnées  que 
dans  la  leçon  précédente  (p.  Spo), 


/2« 
dx  z=i  dv  K  j  

V 


—  y . 
y      ' 
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par  suite, 

,    ,    ri  o  —  r  ,        lia  —  dy 

ih  =.  dy  t  / —  -h  I  =  ^j  i  /  —  =  2  y  2 a  ■ — -• 

V        J  V    J  d/r 

En  intégrant  celle  formule  entre  les  liniiles  o  et  j^,  il 


vient 


:  AM  =:  2  y2û    /      — —=^islia 
Jo     2  v'jK 


v(r- 


Menons,  au  point  M,  la  tangente  à  la   cycloïde,   et 
Fig.  90.  limitons-la  au  point  T  où  elle 

rencontre  l'axe  desor.  Nous  avons 

—      (n°  249)  

MT=i  v"2«r; 


par  conséquent, 

A  I  1'  X 

arc  MA  =  2  MT, 
propriété  déjà  connue  (n*'  254). 

Si  Ton  veut  avoir  la  longueur  de  la  demi-cyicloïde,  il 
faudra  faire  7^^=  2  a,  ce  qui  donnera  /\a  pour  la  longueur 
cherchée. 

EXERCICES. 

1 .  Rectifier  In  rnurhr 

2 
Solution  .  .?=-(.?'  —  (?-*), 

l'arc  étant  compté  à  partir  de  l'axe  desj-. 

2.  Soient  0M'  =  s\  0M"=  s"  deux  arcs  ayant  une  tangente  conn- 
mune  à  l'origine  et  ayant  leurs  tangentes  parallèles  aux  points  cor- 
respondants M'(^',  y')  et  M"(x",  7").  Soit  OM  =  .y  une  troisième 
courbe  dont  un  point  quelconque  M  est  déterminé  par  les  équations 

x  =  a' x'  -{-  a" x'\    y  —  n'y' -\-  n"y", 

on  aura 

.î=  n' .s'  -4- n"  s" . 
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TRENTE-CINQUIÈME  LEÇON. 

CUBATURE  DES  SOLIDES. 

Solides  de  révolution.  —  Application  à  divers  exemples.  —  Volumes 
engendrés  par  la  révolution  d'une  ellipse,  d'une  cycloïde.  —  Volumes 
qui  s'obtiennent  par  une  seule  intégration.  —  Volumes  terminés  par 
des  surfaces  quelconques. 


CLBATURE    DES    SOLIDES  DE    RÉVOLUTION. 

421.  Soit  \  le  volume  engendré  par  la  révolution  de 
l'aire  plane  CAMP  tournant  autour  de  Taxe  Ox.  Si  l'on 
donne  à  x  un  accroissement  Ax  =  PP',  le  volume  V 
prendra  un  accroissement  AV  égal  au  volume  engendré 
parMM'PP'. 

Or,  si  Ax  est  supposé  assez  petit  pour  que  j  croisse 
ou  décroisse  constamment  dans  l'intervalle  MM',  AV  sera 
compris  entre  les  volumes  des  cylindres  engendrés  par  la 
révolution  des  rectangles  MIPF,  KiM'PP'^  nous  aurons 
donc,  si  }  croît,  en  désignant  par  Y  l'ordonnée  M'  P', 

vl  '^'^''  7r>-Ma:<AV<7rY'A.f, 

! 

ou  bien 

-)'<— <TrY=. 

Ax 


AV 


h 

M'    _  — 

M. 

^ 

I 

r 

0 

A 

F 

F 

X 

Ces  inégalités  changeraient  de 

sens  si  j  décroissait.  Dans  tous 

les   cas,  le  rapport  —  est  compris  entre  deux  quantités 

qui  convergent  l'une  vers  l'autre,  à  mesure  que  Ax  dé- 
croît: par  conséquent,  à  la  limite, 


d'où 


v  =  ./ 


yrtx. 


0.6. 


4o4  COURS  d'analyse. 

Il  faudra  donc  tirer  de  l'équation  de  la  courbe  la  va- 
leur de  j'  en  fonction  de  x,  et  intégrer  entre  des  limites 
qui  correspondent  aux  extrémités  de  l'arc  générateur. 

422.  Le  volume  engendré  par  l'aire  CMM'C  est  la 
différence  des  volumes  engendrés 
parles  aires  CMPA  et  C'MTA. 
Alors,  en  désignant  MP  par  y 
et  M'P  par  j^',  on  a 


Fig. 

92 

V 

" 

M 

r 

^ 

0 

A 

p 

X 

ou  bien 


=  77    /  y-dx  —  T.    \  y'-dx. 


=.f(r 


■r 


I  dx. 


CTBATURE    DE    L  ELLIPSOÏDE   DE    REVOLUTION. 

423.  Soit  V  le  volume  engendré  parla  révolution  d'une 
Fig.  93.  portion  AMP  d'ellipse  tournant 

autour  du  grand  axe.  L'équation 
de  l'ellipse  rapportée  à  son  axe 
et  à  la  tangente  au  sommet  est 


y''  =  —  ( 2 a.r  —  a:' )  : 
par  suite, 

"      1/  o  * 

Si  Ton  fait  .r=  2  a,   on   aura  le  volume  de   rellipsoïde 
entier,  savoir 

Pour  obtenir  le  volume  engendré  par  la  demi-ellipse 
tournant  autour  du  petit  axe,  il  faudra  changer  5  en  a  et  a 

en  &,  ce  qui  donnera  ^na^b  :  on  voit  que  ce  volume  est 

plus  grand  que  le  premier. 
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En  faisant  b  =  a  dans  ces  formules,  on  trouve  ^  Tia' 

pour  le  volume  de  la  sphère,  et ■ — „ pour  le  vo- 
lume d'un  segment  spliérique  à  une  base. 

VOLUME    EIVGEKDRÉ    PAR    LA    RÉVOLUTION     d'uKE    CYCLOÏDE. 

424.   Prenons  pour  axe  la  tangente  au  sommet  et  la 
^^S-  94-  normale  en  ce  point.  Soit  V  le 

volume  du  solide  engendré  par 
le  segment  AMP  tournant  au- 
tour de  l'axe  Ax. 

L'équation  différentielle  de  la 
4 cycloïde  étant  (n°  408) 


on  aura 


/2.a — j-       cly   I 

dx  —  dy  y — =—\l7.ay—f^ 

Y=Tz  I    ydy  y^a aj  —  y^  > 
Jo 


'o 
ce  qu'on  peut  écrire 


'V=7rrt   I     dy  \jiay — y- — tt   I      [a  —  y)dy^2.ay — j'. 

La  première  intégrale  représente  la  surface  du  segment 
AQN  (n°  408).  Pour  obtenir  la  seconde,  posons 
^ay — j^  =  2,  d'où  2  [a  — j)  dj  =  dz  :  nous  aurons 

I  {a—y)dysj2ay—y'=Js/z-^  =  ^  j  z^  dz=:  ^    5 

et,  par  suite, 

V=:  7r«  segm  AQN  —  -{-2ay  —  7')' 

Le  volume  engendré  par  AQM  tournant  autour  de  A  a; 
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s'obtiendra  en  calculant  la  différence  des  volumes  engen- 
drés par  le  rectangle  APMQ  et  par  la  poriion  de  sur- 
face AMP. 


VOLUMES    QUI     PEUVENT    S  OBTENIR     PAU    UKE     SEULE 
lA'TÉGUATlOA. 

425,  On  peut  encore,  paf  liiie  seule  intégration,  ob- 
tenir le  volume  d'un  corps  lorsque  l'aire  de  la  section 
faite  dans  ce  corps  par  un  plan  parallèle  au  plan  jOz  est 
fonction  de  la  distance  de  ces  deux  plans. 

Supposons  d'abord  les  axes  rectangulaires  ;  soient  u  et 
«  4- A  a  les  sections  faites  dans  le  corps  par  deux  plans  P 
Fig.  95.  et   P',   parallèles    au    plan 

jOz^  et  dont  les  distances 
à  ce  dernier  sont  respecti- 
vement X  etx  -h  Ax.  L'ac- 
—  croissement  A\  du  volume 
correspondant  à  l'accroisse- 
ment Ax  de  l'abscisse  sera 
compris  entre  les  cylindres 
droits  cjui  auraient  pour  bases  respectives  u  et  uH- Ao." 
et  A X  pour  hauteur  5  c'est-à-dire  que  l'on  a,  en  suppo- 
sant Au  positif, 

d'où 

Ar 


Or,  à  la  limiic,  A//  est  nul  ;  on  a  donc 

ou      d  V  =  ll(/.r. 


d\ 
dx 


Cette  démonstration  suppose  que  les  deux  cylindres  ne 
se  coupent  pas.  Si  ces  deux  cylindres  se  coupent,  ils  ont 
une  partie  commune  qui  a  pour  base  u  —  a,  a  étant  une 
quantité  très-petite,  et  qui  s'évanouit  en  même  temps  que 
Ax.  De  même,  cette  partie  commune,  augmentée  des  par- 
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liés  fejicédantes  de  part  et  d'àiitre,  forme  un  cylindre  qui 
a  poiit  base  u  -h  o,  6  s' évanouissant  avec  Ax.  Or  A V  est 
évideriihifent  compris  entre  ces  deux  quantités  :  par  suite 


a  —  a  <' <'  a  -I-  6, 

Ax 


et  en  passant  à  la  limite, 

r/V 


=  u,      ou      (IV^uil.v. 
Ix 


Le  volume  compris  entre  deux  plans  parallèles  hyO  z 
menés  à  des  distances  a  et  b  s'obtiendra  donc  par  la 
formule 


V=  /     udx. 


'-fr 


Pour  obtenir  le  volume  du  corps  entier,  il  faudra  mener 
des  plans  tangents  parallèles  à  J  Oz,  et  prendre  pour  li- 
mites de  l'intégration  les  distances  de  ces  plans  au  plan 
jOz. 

426.  Supposons  maintenant  que  l'axe  Ox  ne  soit  plus 
perpendiculaire  au  plan  des  sections.  En  comparant  le 
volume  compris  entre  deux  plans  parallèles  àyO^etla 
surface,  avec  un  cylindre  oblique  qui  a  pour  base  u  et  pour 
hauteur  la  distancedes  deux  plans  représentée  par  <ixsinX, 
X  étant  l'angle  que  fait  le  plan  xj  avec  l'axe  Ox ,  on  a 

r/V  =  «rf^sin).,     d'où     V=:s'mlf  udx. 

On  démontrerait  facilement  cette  formule  avec  la  même 
rigueur  que  la  précédente,  mais  nous  croyons  inutile  de 
nous  y  arrêter. 

427.  Soit,  par  exemple,  un  cône  à  base  quelconque  : 
prenons  pour  axe  des  x  la  perpendiculaire  OC,  abaissée  du 
sommet  sur  la  base,  et  pour  plan  des  >z  un  plan  mené  par 
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le  sommet  parallèlement  au  plan  de  la  base;  appelons  h  la 

F'&-  96-  hauteur  du  cône  et  b  sa  base.  En 

menant  à  une  dislance  OP  =  x 

\K  un  plan  parallèle  kjOz,  l'aire 

c  )  de  la  section  sera,   d'après  un 

thpniftme  rnnnii-  u  =. 

y 


théorème  connu,  u  =  -r—'  Donc 


r-'  bx'dx 

t/O 


3A' 


1  1  J  A  ^'' 

et  en  faisant  x  =  n^  ou  a,  pour  le  volume  du  cône,  — • 

428.   Soit  encore  un   ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes 
principaux, 

-  +  77  +  -  =  ^- 

Cl'  0'         c' 

La  section  GPH  faite  dans  rellipsoïde  par  un  plan  paral- 
FJg-  97-  lèle  au  plan  j  0^5  mené  à  la  dis- 

tance OP  =  X5  a  pour  équation 

y''        z'  x'- 

On  aura,  pour  ses  demi-axes, 
en  faisant  successivement  z  =  o. 


y 


=  0, 


GP 


=V'"^''  ^^=V^-5' 


De  sorte  que  l'aii-e  de  la  section  est 


d'où  Ton  déduit  pour  le  volume  V  du  segment  compris 
entre  les  plansj  O^  et  GPH, 
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Pour  obtenir  le  volume  de  la  moitié  de  rellipsoïde,  on 
iait,  dans  la  formule  précédente,  x  =  a,  et  il  vient 

Le  volume  entier  de  rellipsoïde  sera  donc  exprimé  par 
^  Tzabc. 

4i29.  Considérons  maintenant  un  ellipsoïde  rapporté. 
à  trois  diamètres  conjugués  obliques.  Son  équation  est  de 
la  forme 

^   +   "^   ■+"  72   ==    '  • 

La  section  faite  par  un  plan  parallèle  à  yO  z^k  une  dis- 
tance égale  à  x,  est  une  ellipse  ayant  pour  équation 

j'  s^  _  a'-  —  .r' 

.772  "^3/2  772       ' 


'b"     '    c' 


et  les  demi-diamèires  conjugués  auxquels  elle  est  rap- 
portée ont  pour  longueurs 


b' 


donc,  en  désignant  par  0  l'angle  que  font  entre  eux  ces  dia- 
mètres, on  aura  pour  la  surface  de  la  section  considérée 

U  =  y;;—  («'^  X^)    sIh  9. 


Par  suite,  on  aura  pour  le  volume  du  segment  d'ellip- 
soïde 

■Kb'  d  siaÔ  sinX 


a    x I  7 
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et  pour  l'ellipsoïde  entier 

-  Tz a' b' c'  sin  ô  sinX. 

^SO.  En  comparant  cette  expression  du  volume  de  l'el- 
lipsoïde à  celle  qu'on  a  obtenue  précédemment,  on  trouve 

a'  h'  c'  sin  ô  sin  A  ^  abc , 

équation  qui  démontre  que  tous  les  parallélipipèdes  con- 
struits sur  les  diamètres  conjugués  d'un  ellipsoïde  sont 
équivalents  au  parallélipipède  rectangle  construit  sur  les 
axes.  On  en  déduit  aussi 

Txabc  =  Ttn' b' c'  sin  9  sin)., 

c'ést-à-dire  que  tous  les  cylindres  cirCdtïscritS  à  l'ellip- 
soïde et  dont  les  bases  sont  parallèles  aux  plans  des  cou^bcs 
de  contact  sont  équivalents  entre  eux. 


Fig.  98. 


VOLUMF.S    TEllMINÉS    PAR    DIVERSES    SURFACES. 

431.   Imaginons  maintenant  une  siirfàce  quelconque 
CDEF  dont  l'équation  soit 

F(-^,  y,  2)  =  o. 

Supposons  que  deux  plans  parallèles  ajO  2,  menés  aux 

distances  OA  =  a,  OB=  t, 
coupent  la  surface  suivant 
les  courbes  CD  et  EF.  Ima- 
ginons encore  deux  cylin- 
dres droits 

r  =  cp{x),    . 


ayant  pour  bases  ,  sur  le 
planj  Ox,  les  courbes  RV 
et  ST  et  coupant  la  surface  suivant  les  courbes  CF  et  DE. 
On  pourrait  se  proposer  de  trouver  le  volume  DCFERVTS, 
mais  il  vaut   mieux  reudie  la  question  plus  générale  en 
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considérant  une  seconde  surface  G' D'E' F',  dohl  Téqùa- 
tion  est 

F.  {s^,j,z)  =  o, 

et  chercher  le  volume  CDEFC'D'E'F. 

Pour  cela,  menons  à  une  distance  arbitraire  x  =  OQ, 
comprise  entre  a  et  è,  uii  plan  parallèle  à j*  O  z,  etdélei- 
niinons  l'aire  de  la  section  GHH'G'.  Or  cette  aire  plane 
est  comprise  entre  deux  courbes  dont  les  équations 

(i)  z=f(x,j),     z,=/,{x,r), 

s'obtiennent  en  faisant,  dans  celles  des  deux  surfaces,  la 
variable  x  égale  à  la  constante  OQ.  Elle  aura,  pour 
différentielle  {z  —  Zi)  dy,  z  et  Zj  étant,  d'après  les 
équations  (i),  des  fonctions  de  j  correspondantes  à  une 
même  valeur  de  cette  variable.  On  aura  donc,  en  intégrant 
entre  les  limites  j  et  j>i, 

aireGHG'H'=  f  '(s  — z,)r/>. 

Ainsi  z  — Zi  étant  une  fonction  de  j  dans  laquelle  x  entre 
comme  constante^  on  trouvera  pour  l'intégrale  indéfinie 


/' 


(z Z|)   <T'r=:7r  (JT,    )    )    -f-   C. 


On  fera,  dans  cette  fonction,  j  =  cp  [x)  et/  =  t^  {x)  suc- 
cessivement, X  étant  regardée  comme  constante,  d'où  l'on 
déduira 


d  a 


[z—z,)  r/>=  aireGHH'G'=  t:  \ic,  -^  (x)]  —  tt  [x,  <j>  (.r)], 


résultat  (]iii  ne  dépend  que  de  x. 

En  regardant  de  nouveau  x  comme  variable,  oîi  aura 
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pour  le  volume  demandé, 

'     \^[r,^{^)]-7^\a:,fi.v)]\dx=         dx\  {z-z)dy. 

û  Ja  J'j  (x) 

432.  Lorsque  les  deux  surfaces  cylindriques  se  rédui- 
sent à  des  plans  parallèles  à  z  Oj,  cf  (x)  et  tp  (x)  ne  sont 
plus  que  des  constantes  c  et  e,  indépendantes  de  la  valeur 
OQ  de  x,  et  la  formule  se  réduit  à 

Jr»h  /te 

\      dx  j      [z  —  z,)dy. 
a  Je 

433.  Si  la  surface  inférieure  se  confond  avec  le  plan  xj, 
on  aura  z^  =  o,  et 

I     dx    I  zdr, 

a  «/y  (x) 

pour  le  volume  compris  entre  une  surface  quelconque, 
le  plan  xy^  deux  cylindres  parallèles  à  l'axe  des  z  et  deux 
plans  parallèles  au  plan  z  Oj. 

434.  Ce  qui  précède  peut  servir  à  déterminer  le  volume 
d'un  corps  quelconque  terminé  de  tous  côtés  par  une  sur- 
face dont  l'équation  F  (x,y,  z)  =  o  est  connue. 

Imaginons  un  cylindre  circonscrit  à  la  surface,  parallè- 
lement à  l'axe  des  Z'^  comme  en  chaque  point  {x^y,  z) 
de  la  couibe  de  contact  le  plan  tangent 

est  vertical ,  on  a 

dY{x,x,  z)  __ 
dz 

L'élimination  de  2,  entre  cette  équation  et  celle  de  la 
surlace,  donne  une  équation 
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qui  représente  la  trace  du  cylindre  sur  le  plan  xy.  Cette 
^'S-  99-  courbe  est,  par  hypothèse,  une 

courbe  fermée,  et,  en  la  coupant 
par  un  plan  parallèle  àjOz,  on 
aura  deux  ordonnées  j^  =:  ©(x) 
et  fi  =  <j>i(a:)  représentées  sui' 
la  figure  par  QI,  QK,  et  ana- 
logues aux  lignes  de  mêuie  nom 
dans  la  question  précédente. 
De  même,  ce  plan  sécant  déterminera  dans  la  surface 

une  courbe  fermée,  et  si  ^  =  MP,  Zj  =  M'P  sont  les  deux 

valeurs  de  z  correspondant  à  la  valeur  j^  =  PQ,  l'aire  de 

cette  section  sera  exprimée  par 


f. 


(= 


dx- 


Si  maintenant  on  désigne  par  a  et  b  les  distances  du 
plan  jOz  aux  plans  tangents  à  la  surface,  qui  lui  sont 
parallèles  ,  on  aura  pour  le  volume  du  corps 

V=  /     dx     j     \z  —  z,)dx. 
*}  a  %Jy 


EXERCICES. 

1.  La  sphère  x'^-\-f -i-z^  —  r-  est  percée  à  jour  par  les  deux 
cylindres 

f^->r  x'^  —  rx^=  o  , 
r^  +  ,r-  +  7-x  =  o. 

Le  volume  du  solide  sphérique  non  enlevé  est  égal  à  — /•' 

9 

2.  Calculer  le  volume  compris  entre  le  plan  xy,  et  les  suj-faccs 
représentées  par  les  équations 

(,r  — «)-       (  r—  S)'  XY 


=    I,        3  = 


Solution. 


Tzaba^ 
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DES    INTÉGRALES    DOUBLES. 

435.  Toute  expression  où  il  entre  deux  intégrales  re- 
latives à  des  variables  différentes,  comme  celles  que  nous 
avons  obtenues  à  la  fin  de  la  dernière  leçon,  est  ce  que 
l'on  appelle  une  intégrale  double. 

Une  intégrale  double  est  définie  lorsqu'on  assigne  les 
limites  des  deux  intégrations.  Elle  est  indéfinie  dans  le 
cas  contraire,  et  on  la  représente  alors  simplement  par 

I    /  zdxdy. 

I     dx    f         zd-y  est  la  li- 

a  J<f  (r) 

mile  de  la  somme  de  tous  les  produits  de  la  forme  zAj:  Aj 
entre  les  li^mites  des  deux  intégrations. 

zdy  est   l'intégrale    définie   de   zdj 

prise  entre  les  limites  ^{x)  et  ^{x)  de  j',  x  étant  re- 
gardée comme  constante  :  on  a  donc  (n°  375) 

I  zdY=\\m   >   (zAj). 

Par  conséquent,  en  multipliant  par  A.r  et  faisant  varier 
X  depuis  X  =  a  jusqu'à  x  =  b,  il  vient 
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Or,  si  les  valeurs  de  x  se  rapprochent  de  plus  en  plus, 
on  a 

lim  ^^{^^    j  ^^h  )  ^=  /     (l^    \  ^(ly\ 

d'un  autre  côté,  x  étant  regardée  comme  constante,  dans 


2     A^lim  ^(zAr)     =  lim  ^     lim  ^  (^^ -^'^■^)     ' 

ien 

lim  ^     Aj;lim  ^S  [^^y]      =  lim  VV(zA^ 


um 
ou  b 

Donc  enfin 

\      d.r.    I    '       zclr  =  lim  ^^  (zàyAx), 
a  J  <f  [x  ) 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

437.   On  peut  d'ailleurs  (démontrer  ce  théorème  par 
des  considérations  géométriques.  Soit 

z  =F(.r,j-) 
l'équation  d'une  surface  :  l'intégrale  double 

b         r*<p{x) 


%)  u  ^  ç 


zdy 

représente,  comme  on  l'a  vu  au  n"  433,  le  volume  V 
compris  entre  cette  surfacie,  le  pl^n  xy^  diei^x  cylindres 
parallèles  à  l'axe  des  z  et  deux  plans  parallèles  au  plan 

Soient  M  et  M'  deux  points  voisins  quelconques  sur  la 
surface.  Cpnstri^isons  le  rfsctangle  P^'  dont  Iês  côtés 
psr^llèles  ^u^  axpç  Ocp  et  Oj  sojent  çoqduit?  par  l,e§ 
ppints  P  et  P',  pieds  des  parallèles  à  l'axe  des  z  menées 


Fig.  100. 
M 


M'Y 


V^ 
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par  les  points  M  et  M'.  Les  plans  MP/?,  mp'P',  M'P'p'  et 

m' p'V  coupent  la  surface  suivant 
un  quadrilatère  courbe  MM'  :  le 
volume  Vestla  somme  des  solides 
analogues  à  MP',  terminés  aux 
limites  convenables.  Soit  MP=z 
et  soient  z  —  a  la  plus  petite,  et 
z  -\-  ë  la   plus   grande  distance 

des  points  de  la  surface  au  plan  xy  dans  toute  l'étendue 

du  quadrilatère  courbe  MM'. 

Le  volume  MP',  que  nous  désignerons  par  AV,  est 

compris  entre  deux  parallélipipèdes  rectangles  ayant  pour 

base  commune  P/?'  et  respectivement  pour  hauteurs  z  —  a 

et  z  4-  ê;  comme  d'ailleurs  le  rectangle  Vp'  =  AxAj, 

on  aura 


(2 


ou 


:)Aj:Aj<AV<(c4-6)Aj:Aj, 
z  —  a  <^ 


AV 


Ax  Aj 


<~  + 


Mais  a  et  ê  s'annulant  avec  A.r  et  Aj-,  on  a 
AV 


lim 


Ax  Ar 


Par  conséquen  t 


AV  =  zAxA7(i  +  rj), 


î3  devenant  nul  en  même  temps  que  Ax  et  Ajr. 

Pour  chaque  valeur  de  Ax,  on  a  une  infinité  de  va- 
leurs de  Ajr  qui  produisent  dans  le  solide  une  tranche, 
dont  le  volume  sera  représenté  par 

\^  [zAx  A  j-(i  -f-  «)]. 

Puis  en  faisant  varier  x,  c'est-à-dire  en  prenant  les  autres 
valeurs  de  Ax,  on  a  une  suite  de  tranches  dont  la  somme 
donne,  quand  on  passe  à  la  limite,  le  volume  V,  et  par 
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rons(^qnenl, 

V  =  liiTiVy  [cA^Aj  (i  +  ï])]. 
Mais 

Or 

Kn  effet,  en  supposant  tous  les  points  M,  M',  etc.,  assez 
rapprochés  les  uns  des  autres,  on  pourra  toujours  faire 
en  sorte  que  pour  chacun  d'eux  on  ait-/;  <^£,  e  étant  une 
constante  arbitraire  que  l'on  peut  supposer  aussi  petite 
que  l'on  veut.  Par  conséquent, 

^^{nz^x^y)<^'^^{ez^x^y),     ou     <  e^^  (zA^cAr). 

Or  cette  dernière  quantité  est  nulle  à  la  limite,  puisque  e 
peut  être  pris  aussi  petit  que  Ton  veut,  et  que  d'ailleurs 

\^N^(5AxA)  )  a  une  valeur  finie.  Donc  enfin 

I      dx    \  zdx  ^=  lim^/^  (z  A.r  A  j). 

a  tJo  (x) 

INTÉaRA.LES    TRIPLES. 

438.  Soit  \]=f[x,j,  z)  une  fonction  de  trois  va- 
riables indépendantes  x,  y,  z. 

Si  l'on  intègre  la  difïérentielle  \} dz  par  japport  à  z, 
c'est-à-dire  en  regardant  a:  et  j^  comme  des  constantes , 
et  si  l'on  faitvarier  z  entre  deux  limites  représentées  par 
deux  fonctions  de  x  et  de  j",  savoir  f  (.r,j^)  et  F[x,  7  ), 
on  aura  l'intégrale 

Vdz, 
qui  sera  une  fonction  de  x  et  de  y. 

I.    2*  édition.  2' 
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Considérons  maintenant  x  comme  constante  dans  la 
fonction 

U  dz. 


Intégrons  cette  fonction  par  rapport  à  y  en  faisant  varîei' 
r  entre  deux  limites  représentées  par  cf  (.r)  et  ']»  [x]  :  on 
aura  l'intégrale 

/  rlj  Vdz, 

qui  sera  une  fonction  de  x. 

Enfin,  si  l'on  intègre  la  différentielle 

.^(.r)  /«PCx,  .r) 


/  r/r    j  Vdz, 


par  rapport  à  x^  en  faisant  varier  .r  entre  deux  limites 
quelconques  a  et  ^,  on  aura  pour  résultat 


dz. 


I       dx    /  dy     /  TJ. 

a  Jo{x)  J^{x,y) 


Cette  expression  se  nomme  intégrale  triple  j  on  la  repré- 
sente aussi  par 

r  r  r 

U  dx  dy  dz . 


fff^ 


On  concevra  de  même  une  intégrale  d'un  ordre  quel- 
conque. 

On  démontrera  encore,  dans  le  cas  de  l'intégrale  triple, 

que 

^h  (^<p[x)  r>V{x,r) 

/      ,ir.   i  dy  i  ^]dz=\m^2^^^['^^^'^^y^^)^ 

Ja  Jfix)  ^f{x,y) 

La  démonstration  étant  tout  à  fait  semblable  à  celle  que 
nous  avons  donnée  pour  une  intégrale  double,  nous  nous 
dispenserons  de  la  répéter  ici. 
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THÉORÈME    SUR    LORDRE    DES    1WTÉGRATI0^S. 

439.  Nous  avons  obtenu,  précédemment  (431),  pour 
l'expression  du  volume  compris  entre  deux  surfaces, 
deux  cylindres  parallèles  à  Taxe  Os,  et  deux  plans  paral- 
lèles au  plan  jz  l'intégrale  double  : 

'       dx  iz-z,)dj. 

a  J  -^  [  .r  ) 

Ici  Tordre  des  intégrations  n'est  pas  indifférent.  Ainsi, 
l'on  n'obtiendrait  pas,  en  général,  le  résultat  cherché  par 
la  formule 

/  dr    1      {z-z,)dx. 

Toutefois,  si  ^^  [x)  et  ip  (.r)  sont  des  constantes  a'  et  b' , 
c'est-à-dire  si  les  deux  cylindres  parallèles  à  l'axe  des  z 
se  réduisent  à  deux  plans,  il  sera  indifférent  de  commen- 
cer par  l'une  quelconque  des  deux  intégrations;  car,  en 
répétan-t  les  raisonnements  du  n"  431,  on  voit  que  le 
volume  en  question  a  tout  à  la  fois  pour  mesure  l'une 
quelconque  des  expressions 

I       dx     I        [z  —  z^)dy     ou  /         dj     I       [z  —  z^)  dx . 

a  «.'rt'  t  "'  ^  >i 

DE     i/aIRE    des    si  RFACES    COURBES. 

440.  On  appelle  aire  d'une  surface  courbe,  terminée 
à  un  contour  quelconque,  la  limite  vers  laquelle  tend 
l'aire  d'une  surface  polyédrique  composée  de  faces  planes, 
qui,  en  diminuant  toutes  indéfiniment,  tendent  à  devenir 
tangentes  à  la  surface  considérée.  Ou  suppose  d'ailleuis 
que  le  contour  qui  termine  la  surface  polyédrique  se  rap- 
proche indéfiniment  de  celvii  qui  termine  la  surface 
courbe. 

Nous  allons  d'abord  démontrer  l'existence  de  cette 
limite. 


M'{x-hAx,y 

Fig.   loi 


420  C01M\.S     d'analyse. 

Prenons  sur  Ja  surface  deux  points  M  (x,  j,  z),  et 
A } ,  z  +  A  2  ) .  Soient  P  et  P'  leurs  pro- 
jections sur  le  plan  xOj.  For- 
mons le  rectangle  W'=AxAy 
dont  les  côtés  soient  parallèles  à 
Ojc  et  à  Oy,  et  concevons  un 
prisme  indéfini  ayant  pour  base 
ce  rectangle,  et  dont  les  arêles 
soient  perpendiculaires  au  plan 
xy.  Ce  prisme  intercepte  sui- 
la  surface  donnée  un  quadrilatère  curviligne  MM',  etsui- 
la  surface  polyédrique  une  aire  w  qui,  si  elle  n'est  pas 
plane,  sera  composée  de  parties  planes  a,  a',  a",  etc. 
Or,  puisque  les  plans  de  toutes  ces  surfaces  tendent  in- 
définiment à  se  confondre  avec  le  plan  tangent  en  M  à  la 
surface,  si  0,  6',  6",  etc.,  sont  les  angles  formés  par  les 
plans  des  éléments  a,  a',  a'\  etc.,  avec  le  plan  xy.^  et  si  / 
est  l'angle  que  forme  ce  dernier  plan  avec  le  plan  langent 
en  M,  on  aura 

rosô  =:  ro.s  /  (1  -f  a) ,      cos  9'  =  cos/(i  -j-  a'),  .  .  .  , 

a,  a',  etc.,  désignant  des  quantités  qui  s'annulent  en 
même  temps  que  Ax  et  Aj.  Mais  le  rectangle  PP'  est 
la  somme  des  projections  de  tous  les  triangles  dont  nous 
parlons.  Donc 

SxAr  =  nco9,l{i  +a.)  -f-fl'cos>  (14- a')  -\- a"cos\{i-\-a.")-{-..., 


OU 

A  r  A  >' 

COS  À 

ou,  comme  a  -+-  n' 

A.rAj  _ 
COS  / 


(/7  a  -h  a'u'  +  <i"  o."  4- 


(  flf  a  H-  rt'  a'  -h  n"  (/."  +  .. 


En  opérant  de  la  même  manière  dans  toute  l'étendue 
de  la  surface,  on  aura  un  certain  nombre  d'équations  ana- 
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lugues  à   celle-ci,  ei  qui,   ajoutées   membre  à  membre. 


donneront  l'égalité 


A  X  \y 


:"y  oi-l-y  f«a-h  a'  y.' -\-  a" v." -{-  .  .  .). 


■^J  cos  \ 
Donc 

limV -^=:  lim'y  oj -h  limV  («a-|-rt'a'  +  rt"y."+  .  .  .    ) 

Or 

lim^  (aa  4-  a' y.' -\-  a" y." -\-  .  .  ,)  =i  o, 

d'après  le  théorème  démontré  au  n"  16  :  donc 

lun  >  0)  =  hm  >  — =  /    / ' 

^^  Ami    C0%\  J    J      COSX 

On  voit  par  là  que\^  w  ou  la  surface  polyédrique  a  une 
limite. 

441.    Ainsi,  en  appelant  A  l'aire  de  la  surface,  on  a 

J  J    cos  X 

.   1 ,        (Iz        c/z 
artielles 

qualion  de  la  surface,  on  a 


Si  »  et  ^  sont  les  dérivées  partielles  -Ç-  et  ^-  tirées  de  l'é- 

'  dx       djr 


cos  A  = 


el  il  vient 


-fP 


I  -\-  p'^  -+-  q'dxdjr. 


Si  la  surface  est  limitée  aux  plans  x  =^u^  y  =^  b  ^l  aux 
cylindres j^  =^  o  [x] .j  =^  '^  (x),  on  aura 

A=/      dx  \  dj  \/i -i-/j'-i- tj'; 

Ja  t/y  {x) 

la  marche  par  laquelle  on  parvient  à  ces  limites  est  la 
même  cpie  celle  que  nous  avons  déjà  suivie  dans  une  autre 
fjneslion  (n"  431  ) 
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AIRE     DES      SURFACES     DE     RÉVOLUTIOJV. 

442.    L'aire  d'une  surface  tle  révolution  s'obtient  par 
une  seule  intégration. 

Soit  CMD  une  courbe  p'anc  qui,  par  sa  révolution  au- 
tour de  l'axe  Ox,  situé  dans  son 
plan,  engendre  la  surface  dont 
on  veut  avoir  l'aire.  SoitCMM'D 
un  contour  polygonal  inscritdans 
cette  courbe.  On  peut  considérer 
l'aire  de  la  surface  comme  la  li- 
mite vers  laquelle  tend  la  somme 
des  surfaces  des  troncs  de  cônes  engendrés  par  le  contour 
polygonal,  lorsque  ses  côtés  décroissent  indéfiniment,  en 
même  temps  que  leur  nombre  augmente  jusqu'à  l'infini. 
Soient 

M{x,y)      et      W  (x -f- A.r,  /  +  Aj) 

deux  sommets  consécutifs  du  contour  polygonal.  La  sur- 
face décrite  par  la  révolution  de  MM'  a  pour  mesure 


Fi£ 

.  102. 

M'         U 

M 

~~-- 

■^ 

C 

/ 

y 

0 

A 

1' 

'' 

lî 

J 

-  MM'  (cire  MP  -I-  cire  M' P') 

2 


(2J  +  Aj)A.fy/.+   (^^-^j'. 


Mais  comme 


il  s'ensuit  que  l'expression  de  la  surface  du  tronc  de  cône 

si-ra 


-+-  « 


A.r, 


a  désiguanl  une  quantité  qui  s'annule  avec  ^x,  et,  pai 
suite  ,  la  surface  décrite   pai    le  contour  polygonal  aura 
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pour  mesure 


2:--4\/-(| 

En  désignant  par  A  la  surface  cherchée,  on  aura  donc 

A  =  lini  >^  (  2  7rj  i  /  I  4-  j— ;'^-^'  )  +  ^Tr/lim  7^  (aAjr). 

Mais  Hm^  [y-^x)  ==  o  (a"  16),  et 


donc 


A  =  ..|*     ^,v/..  y/. +  (!)-', 


a  et  b  étant  les  abscisses  dès  exti'émités  de  l'arc  CD. 

En  désignant  par  s  un  aie  compté  à  partir  d'un  point 
fixe,  on  a  • 


Donc 


A  =  ITT  j       yds. 


SURFACE    DE    LA     ZOJNE. 

443.  Comme  application  cherchons  la  mesure  de  la 
Fig.  io3.  zone  engendrée  par  la  révolution 

de  l'arc  de  cercle   CD  tournant 
autour  du  diamètre  OL.  Soit 

l'équation  du  cercle.  A  étant  la 
surface  de  la  zone,  si  OA  =  a, 


A    B     L       X 


ei  OB  =  è ,  on  aura 


k  —-i. 
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donc  enfin 

A  =  2KR{b  —  «)  =  27rRXAB, 

résultat  connu. 

Si  l'on  veut  avoir  la  surface  de  la  sphère  entière,  il  fau- 
dra intégrer  depuis  x=  —  R  jusqu'à  jc  =  R,  ce  qui  don- 
nera l'expression  connue  47tR^- 

SURFACE     DE     l'eLLIPSOÏDE     DE     RÉVOLUTION. 

i44.  Comme    second    exemple  ,   soit   l'ellipse    OAB. 
f'S-  lo/i-  Supposons  qu'elle  tourne  autour 

d'un  de  ses  axes  OA,  et  clier- 
^^\  chons  à  évaluer  la  surface  engeu- 

I    \  drée  par  la  révolution  de  l'arc 


y     k    X        BM,    qui  commence  à   l'extré- 
mité B  de  l'autre  axe.  On  aui^a  (442) 


ty'O 


r''"V'"('0- 


Or  l'équation  de  l'ellipse,  a-y--\-b^x^  =  a^h"^,  donne 

(Ij  b- X 

cl.T  n'y 

d'où 


/ 


dyy       \'o\y''  -}-  b^  I- 
dx  j  cûy 


Remplaçant  dans  celle  expression  à^j-  par  «'^  b^ — /;>*a.*, 
il  vient 


s/' 


j  (ly  \  ''       b  v'rt'  —  (  rt  ■  —  b'   .r- 

1+     -f      =  — 

\  a.v  J  a-  Y 


Supposons  d'abord  que  l'on  ait  a^b,  c'est-à-dire  t[ue 
l'ellipse  ait  tourné  autour  de  son  grand  axe.  Posons 
\'a'-  —  b'^=  ae.  Il  vient  alors 


/  /  ^/>  \  -        6  y/»'  —  a'e'x-         b  \j a-  —  e'^ x' 
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par  conséquent, 

A=z 
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dx\!o-  —  e-x- 


b    C' 

=   2  71-  -      / 


Or  (n"  -i04) 

fl  cû                           I  ci^                   ci^  c.jC 

clx  i  / x"^  =:  X  \  / x'^  -\ arc  sin  —  ; 

donc 

Ttbe  (  a}  à^  .    ex\ 

A  = l  ■^"  \  / •^''  -\ a*'c  sin  —   )  • 

a     \      y    e'^  c'  a  j 

445.  Si  l'on  fait  dans  cette  expression  a'=:«,  et  hl  l'on 
prend  le  double  du  résultat,  il  vient 

2  7T  ba 

r>.r:  b^  -\ arc  sin  e 

e 

pour  la  surface  totale  de  l'ellipsoïde. 

Si  e=  o,  l'ellipsoïde  devient  une  sphère,  et  en  obser- 

,.      arc  sin  t' 
vani  que  lim =  i  pour  e  =  o,  on  retrouve  l\v.ir 

pour  la  surface  de  la  sphère. 

446.  Soient  maintenant  a<^h  g\.  \i'b^ —  lâ  =  bt  :  on 
aura 


A  =  2 


/   "       ,    bsja'  -^  ib^  —  a'\j:-^ 
■K  I      rdx  — i i — 

"^.Tzb    c  . 

= I      dx  yJ  a*  -\-  b'c'x' 

«'  Jo 


-iTzb' 


dx 


I  a' 


Or 


,         ,--7^ X  \Jx'  -\-  C  C         ,  ,— 

dx  y  „c-  4-  f  = \-  -  \lx-\-  Jx^ 


4- fj  +C; 


donc 


T.b-i\  /  o'  (i'       f  /  «'  \ 


+•  c 
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Comme  cette  intégrale  doit  être   nulle  pour  x=o,  on 

aura  L,  =  —  •  -; —  ii—i  et ,  par  suite , 


be 
Si  l'on  fait  x  =  «,  on  aura  en  doublant 


117  b  sj u^ -\- b' t^  -^ I  I   ^^ J 

pour  la  surface  totale  de  l'ellipsoïde. 

ii7.   Si  l'on  suppose  e?  =  o,  on  voit,  en  développant 


i -, — •  /'         ^'e'\ 

\Ja-  -\-  b'^e-  =  «  (  iH —  \ 

[)ar  la  formule  du  binôme,  que 


[be  +  sla''-\-  b'e') 
lim =  I . 

On  retrouve  ainsi  4'^^'  pour  la  surface  de  la  sphère. 


(*)  Cette  formule  se  réduit  à  une  forme  plus  simple  en  remplaçant  è'e- 
par  sa  valeur  b^ —  a'.  Elle  devient  alors 

l 

2.Tth--{ 1 =  27r/j*-r  27raM  1  -  (e  +  i)  I    • 

e  a  |_a  J 

b  ,  e 

OuandA  =  «,oua   -^^\,    e=:o,    l(i-t-e^    =',    et    par     conséquent 
■  a 

?7r  t'+  7.-n  a'  =.  l\iz a^    pour  la  surface  de  la  sphère. 
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DAiNS  LE  PREMIKR  VOLUME  DU  COURS  D  ANALYSE. 


PREMIERE  LEÇON. 

NOTIONS     PRÉLIMINAIRES. 

i.  Notions  sur  les  fonctions.  —  On  appelle  variable 
une  quantité  qui  prend  successivement  différentes  va- 
leurs, et  constante  celle  qui  conserve  une  valeur  fixe 
dans  le  cours  d'un  même  calcul. 

2.  Quand  les  valeurs  successives  d'une  quantité  va- 
riable dépendent,  suivant  une  certaine  loi,  de  celles  que 
prend  une  autre  variable,  la  première  est  dite*une/b«c- 
tion  de  la  seconde. 

3.  On  nomme  variable  indépendante  celle  à  laquelle 
on  donne  des  valeurs  arbitraires,  fil  fonction  la  variable 
qui  prend  des  valeurs  correspondantes. 

Quand  on  veut  indiquer  ditïërentes  fonctions  d'une  va- 
riable .r,  sans  en  spécifierla  nature,  on  emploie  les  sym- 
boles y(x),  <^(^),  ¥[x).  Le  résultat  de  la  substitution 
de  a  à  la  place  de  x  dansy(jc)  est  indiqué  pary(«). 

On  représente  les  fonctions  de  plusieurs  variables  par 

/(a:,  j-,  z),  cf  (.r,j,  z),  F(x,j,  z),.  ...  On  indique  par 

/'(«,  6,t),  (p(a,  è,  c),  F(a,  b,  c),...,  les  résullals  que 

l'on  obtient  lorsqu'on  met  a,  b,  c  h  la  place  de  x,  y,  z 

dans  ces  fonctions. 

4.  Une  fonction  d'une  seule  variable  peut  èli  e  regaid<M' 
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comme  l'ordonnée  «le  la  courbe  plane  définie  par  l'équa- 
lion  j=/{.r). 

On  peut  représenter  par  une  surface  une  fonction  de 
deux  variables  indépendantes. 

5.  Une  fonction  est  explicite  quand  elle  est  exprimée 
immédiatement  au  moyen  de  la  variable  ou  des  variables 
dont  elle  dépend. 

On  nomme  fonctions  implicites  celles  qui  sont  liées  aux 
variables  dont  elles  dépendent  par  des  équations  non  ré- 
solues, ou  par  des  conditions  quelconques  qui  ne  sont  pas 
exprimées  analytiquement. 

6.  Méthode  des  limites.  —  Quand  les  valeurs  suc- 
cessives d'une  quantité  variable  approchent  indéfiniment 
d'une  quantité  fixe  et  déterminée,  de  manière  à  n'en 
différer  qu  aussi  peu  qu  on  voudra,  cette  quantité  fixe 
est  appelée  la  limite  des  valeurs  de  la  variable. 

7.  Les  fonctions  qui  se  présentent  sous  la  forme  -^pour 
une  certaine  valeur  de  la  variable,  ont  souvent  des  limites. 

8.  Une  variable  peut  s'approcher  indéfiniment  d'une 
limite  en  restant  toujours  plus  petite  ou  toujours  plus 
grande;  il  peut  se  faire  qu'une  quantité  variable  devienne 
alternativement  plus  grande  et  plus  petite  que  sa  limite. 

9.  Si  deux  quantités  qui  varient  simultanément  res- 
tent constamment  égales  entre  elles,  dans  tous  les  états 
de  grandeur  par  lesquels  elles  passent,  et  si  l'on  sait  que 
l'une  déciles  tend  vers  une  limite,  l'autre  tend  aussi 
vers  la  même  limite  ou  vers  une  limite  égale  à  celle-là  ■ 
principe  de  la  méthode  des  limites. 

10.  Méthode  infinitésimale.  —  Lorsqu'une  quantité 
variable  prend  des  valeurs  de  plus  en  plus  petites,  ou 
tend  vers  zéro,  on  dit  qu'elle  devient  injiniment  petite. 
Un  infiniment  petit  est  donc  une  quantité  essentiellement 
variable  (jui  a  pour  limite  zéro. 
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H.  Quand  une  variable  prend  des  valeurs  de  plus  en 
plus  grandes,  de  manière  qu'elle  puisse  surpasser  toute 
grandeur  donnée,  on  dit  qu'elle  devient  infinie  ou  infini- 
ment grande. 

12.  Les  infiniment  petits  sont  des  auxiliaires  qui  ser- 
vent à  rendre  plus  aisé  le  calcul  des  quantités  finies. 

13.  Théorème  I.  —  La  limite  du  rapport  de  deux 
quantités  infiniment  petites  n  est  pas  changée  quand  on 
remplace  ces  quantités  par  d'autres  qui  ne  leur  sont  pas 
égales,  mais  qui  ont  avec  elles  des  rapports  tendant 
ners  V unité. 

14.  Autre  énoncé  :  La  limite  du  rapport  de  deux 
infiniment  petits  ne  change  pas  quand  on  les  remplace 
par  d'autres  qui  en  diffèrent  d'une  quantité  infiniment 
petite  par  rapport  à  eux. 

15.  Théorème  II.  —  La  limite  d'une  somme  d'infini- 
ment petits  ne  change  pas  quand  on  les  remplace  par 
d'autres  dont  les  rapports  aux  premiers  ont  respective- 
ment pour  limite  l'unité. 

16.  Théorème.  —  Si  une  somme  d^ infiniment  petits , 
dont  le  nombre  augmente  indéfiniment,  a  une  limite 

finie.,  la  somme  des  produits  obtenus  en  les  multipliant 
respectivement  par  d'autres  infiniment  petits  aura  pour 
limite  zéro. 

17.  Différents  ordres  d  infimment  petits.  —  Quand 
on  considère  des  infiniment  petits  qui  dépendent  les  uns 
des  autres,  on  en  prend  un  en  particulier  qu'on  nomme 
infiniment  petit  principal.  On  appelle  infiniment  petits 
du  premier  ordre  tous  ceux  dont  les  rapports  à  l'infini - 
ment  petit  principal  ont  des  limites  finies  5  infiniment 
petits  du  second  ordre  ceux  dont  les  rapports  aux  infini- 
ment petits  du  premier  ordre  sont  des  infiniment  petits 
du  premier  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

Si  a  est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  p  étant 
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fini  et  j3  infiniment  petit,  a"  (/J-f-  (3)  représentera  un  in- 
finiment petit  de  l'ordre  de  //. 

Les  tliéorèmes  I  et  II  (n°^  13  et  15)  peuvent  s'énoncer 
ainsi  : 

Quand  on  cherche  la  limite  du  rapport  de  deux 
quantités  composées  d^  infiniment  petit  s  de  divers  ordres, 
on  peut  ne  conserver,  dans  chacune  de  ces  quantités^ 
que  les  infiniment  petits  de  V ordre  le  moins  élevé. 

Quand  on  cherche  la.  limite  de  la  somme  de  plusieurs 
quantités  infiniment  petites .^  on  peut  ne  conserver  que  les 
infiniment  petits  de  V ordre  le  moins  élevé. 


Fig.  9. 


DEUXIÈME  LEÇON. 

THÉORÈMES    SUR    LES    DÉRIVÉES    ET    LES    DIFFÉRENTIELLES. 

18.    Origine   du   calcul   différentiel.   —   On   a  été 
conduit  à  la  découverte  du  calcul  différentiel  en  cher- 
chant une  méthode  générale  pour  mener  des  tangentes 
aux  courbes  planes  représentées  par  des  équations. 
Considérons    la    courbe    AMB    dont    l'équation    est 

y=:/'(x),  et  proposons- 
nous  de  mener  la  tan- 
gente au  point  M  dont 
les  coordonnées  sont  x 
et  y.  Soit  M'  un  second 
point  de  la  courbe  ayant 
pour  coordonnées  x-t-/?, 
y  -\-k\  considérons  la  sé- 
cante M'MS,  et  la  tangente  MT  qui  en  est  la  limite. 
On  a 


tanalIMR 


nm  -1 
h 


quand  h  diminue  indéfiniment  jusqu'à  zéro. 

19.    But   du  calcul  différeatiel.  —  Fonction  déri- 
vée. —  Le  calcul  différentiel  a  pour  but  de  déterminer. 
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pour  chaque  fonction,  la  limite  du  rapport  de  t  accrois- 
sement delà  fonction  à  celui  de  la  variable,  quand  celui- 
ci  diminue  jusquà  zéro.  Cette  limite  est  appelée  la  fonc- 
tion dérii^ée  de  la  fonction  proposée.  On  la  représente 
par  y' oni^ar  f  [x] . 

20.  Différentielle.  —  Le  produit  de  l'accroissement 
de  la  variable  indépendante  x  par  la  dérivée  de  la  fonc- 
tion s'appelle  la  différentielle  de  la  variable  j',  et  on  la 
désigne  par  dy.,  de  sorte  que 

dY=y'h=f'[.T)h. 

■  La  différentielle  de  la  variable  indépendante  n'est  autre 
chose  que  l'accroissement  //. 

La  déiivée  d'une  fonction  d'une  variable  est  le  quo- 
tient de  la  différentielle  de  la  fonction  par  la  différent 
tielle  de  la  variable. 

21.  dx  et  d-y  sont  les  accroissements  correspondants 
de  X  et  de  j'^,  quand  on  passe  du  point  de  contact  M  situé 
sur  la  courbe  à  un  point  quelconque  I  de  la  tangente, 
tandis  que  h  ou  M'N  est  l'accroissement  de  l'ordonnée 
de  la  courbe  correspondant  au  même  accroissement 
h  =  dx  de  l'abscisse. 

22.  Le  rapport  de  l' accroissement  de  la  fonction  à 
la  différentielle  de  cette  fonction  tend  vers  l'unité. 

23.  Propriétés  GÉiNÉRALES  des  fonctions  dérivées.  — 
Une  fonction  croit  ou  décroît  à  partir  d'une  valeur 
déterminée  de  x,  suis^ant  que  sa  dérii^ée  est,  pour  cette 
valeur,  positive  ou  négative. 

24.  Si  la  dérivée  d'une  fonction  est  nulle  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b,  cette  fonction  a 
une  valeur  constante  dans  cet  intervalle. 

25.  Si  une  fonction  est  croissante  dans  un  certain 
intervalle,  sa  dérivée  ne  peut  devenir  négative  dans  cet 
intervalle^  si  une  fonction  est  décroissante ,  sa  dérivée 
sera  négative. 
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26.  Si  la  dérivée  d'une  fonction  était  constamment 
infinie,  x  serait  une  constante. 

27.  Quajid  on  considère  plusieurs  variables  J?,  y ,  -s,  '/, 
on  représente  les  accroissements  simultanés  de  ces  va- 
riables par  A.r,  A}'^,  A^,  Au. 

28.  Lorsque  deux  fonctions  sont  égales  pour  toutes 
les  valeurs  de  la  'variable  indépendante,  leurs  dij^éren- 
lielles  ou  leurs  dérivées  sont  égales. 

Deux  fonctions  qui  ne  diffèrent  que  par  une  constante 
ont  la  même  différentielle. 

29.  Réciproquement,  si  les  différentielles  de  deux 
fondions  sont  égales  entre  elles,  dans  un  certain  inter- 
valle, ces  fonctions  auront,  dans  cet  intervalle,  une  dif- 
férence constajite. 

30.  Des  fonctions  de  fonctions.  —  Quand  on  a 

y  étant  elle-même  une  fonction  de  a,  /  (j:),  on  dit  que  u 
est  une  fonction  de  fonction  de  x. 

^=/(r)/'(x). 

Ainsi  la  dérivée  d'une  fonction  de  fonction  est  égale 
au  produit  des  dérivées  de  ces  fonctions. 

31 .  On  peut  érrire 

du  =  o  {y )  dy . 

32. 

du        du    dy 
dy        dr   d.c 
33.   Si  Ton  a 

('  =  •]>(«),      «  =  a,(r),      j=i/{.r), 
on  aura 

^^  =  f(«)<p'(.r)/'(^), 
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de  sorte  que  la  dérivée  de  la  fonction  v  est  égale  au  pro- 
duit des  dérivées  des  trois  fonctions  dont  elle  est  formée. 
Cette  règle  s'applique  à  un  nombre  quelconque  de  fonc- 
tions. 


TROISIEME  LEÇON. 
règles   de   différentiation. 

34.  Somme. 

d[a  -\-  V  —  z "l  ^=  du  -^  de  —  dz  . 
35  à   37.   Produit. 

dj  ^zz  d  [au)  =  adu. 
d[u(')  =  vdu  ■+■  udv . 

C'est-à-dire  que  la  différentielle  du  produit  de  deux 
fonctions  s'obtient  en  multipliant  chaque  fonction  par 
la  différentielle  de  Vautre^  et  ajoutant  les  résultats. 

diuvz)  =  vzdu  -\-  uzd\>  -\-  uvdz. 


diuvz.  .  .t)        du        dv        dz 

^                    —           1            1            1 

dt 

.  .H 

t 

—         -n        -+-        -)-  •  . 

UVZ.  .  .t                 II              ('              z 

38. 

Quotient. 

n        vdu  —  udv 

V                    v' 

39 

à  41.   Puissance. 

d.u"'  =  /nu"'~'  du . 

Cette  formule  est  vraie,  que  l'exposant  m  soit  positif  ou 
négatif,  entier  ou  fractionnaire. 

42.   Cette  règle  sert  à  différentier  les  radicaux. 

du 


Ainsi,  d^'u 


du 


d  Ju=  r- 

2  SjU 
1 .    2^  L-dilion  .  28 
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43.  Expression  imagimaire. 

d\U  -h  ^  V  —  I  )  =  rf«  +  tl»  \J —  I . 

44.  Applications.  —  Les  règles  précédentes  suffisent 
pour  différentier  toutes  les  fonctions  algébriques  expli- 
cites. 

45.  1°  Trouver  une  courbe  telle,  que  la  sous-normale 
NP  ait,  pour  chaque  point,  une  longueur  constante  a, 

j^  =  lax -\-  c. 

2°  Troui^er  une  courbe  dont  la  sous-normale  soit  une 
puissance  donnée  de  Vabscisse. 

2 


y 


m  4-  I 


3**  Trouver  une  courbe  dont  la  sous-tangente  soit  en 
raison  inverse  de  V ordonnée. 

xy  —  cy  = . —  «'. 
4"   Trouver  la  courbe  dont  la  normale  est  constante. 
{y  —  cp  -t-  j'  =  a^. 

46.  Différentiation  des  fonctions  composées.  —  Soit 

u  et  V  étant  deux  fonctions  de  la  variable  indépendante  ; 
on  a 

dy  =  -^  du  -\-  -^dv. 
du  dv 

47.  Soit 

rîr  =  ---  du  H-  -—  </p  -f-  j-  </2; . 
du  dv  dz 

La  différentielle  dhine  fonction  y,  composée  d'un 
nombre  quelconque  de  fondions  de  la  variable  indé- 
pendante, s^obtient  e?i  prenant  successivement  la  diffé- 
rentielle de  la  fonction  y,  par  rapport  à  chaque  fonc- 
tion de  la  variable  indépendante ,  dans  laquelle  cette 
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variable  seule  serait  supposée  varier,  et  ajoutant  taules 
ces  (îijffereutielles. 

QUATRIÈME  LEÇON. 

NOTIONS     SUR      LES     SÉRIES. 

48.  Définitions.  —  Une  série  est  une  suite  composée 
d'un  nombre  infini  de  termes  formés  tous  d'après  une 
loi  déterminée.  On  représente  ordinairement  par  S„  la 
somme  des  n  premiers  termes  d'une  série. 

Si,  à  partir  d'une  valeur  de  n  suffisamment  grande,  S„ 
approche  indéfiniment  d'une  limite  finie  et  déterminée, 
quand  on  prend  n  de  plus  en  plus  grand,  on  dit  que  la 
série  est  convergente,  et  la  limite  S  vers  laquelle  elle 
tend  est  appelée  la  somme  de  la  série.  La  différence 
S  —  S„,  que  l'on  désigne  par  E.„,  se  nomme  le  reste  de  la 
série. 

Si  la  somme  des  n  premiers  termes  n'approche  pas  in- 
définiment d'une  limite  fixe,  quand  n  augmente  indéfini- 
ment, la  série  est  divergente. 

La  progression  géométrique  est  une  série  convergente, 
lorsque  la  raison  A"  est  plus  petite  que  l'unité. 

Si,  au  contraire,  on  a  A\>  i,  la  série  est  divergente.  Il 
en  est  de  même  s\h=  i. 

49.  Théorèmes  sur  la  convergence  des  séries.  — 
Pour  qu'une  série  soit  convergente,  la  condition  né- 
cessaire et  suffisante  consiste  en  ce  que  la  somme  d'un 
nombre  quelconque  de  termes  au  delà  du  n"""^,  u„,  soit 
aussi  petite  que  Von  voudra,  si  n  est  suffisamment 
grand. 

50.  A  partir  d^un  terme  u„,  n  étant  assez  grand,  les 
termes  doivent  finir  par  devenir  plus  petits  que  toute 
quantité  donnée.  Mais  cette  condition,  qui  est  néces- 
saire, n'est  pas  suffisanie. 

51 .  En  général,  pour  reconnaître  si  une  série  est  con- 

28, 
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vergente,  on  compare  ses  termes,  à  partir  d'un  certain 
rang,  à  ceux  d'une  autre  série  qu'on  sait  être  conver- 
gente, et  s'il  arrive  que  les  termes  de  la  première  soient 
inférieurs  ou  au  plus  égaux  à  ceux  de  la  seconde,  alors 
cette  première  série  est  convergente. 

52.  Théorème  I.  —  Une  série  dont  tous  les  termes^ 
ou  du  moins  les  termes  très-éloignés,  sont  positifs,  est 
convergente  si,  à  partir  d'un  certain  terme,  le  l'apport 
d^un  terme  quelconque  au  précédent  est  plus  petit  quun 
nombre  déterminé  k,  qui  est  lui-même  plus  petit  que 
runité. 

53.  Théorème  II.  —  Une  série  à  termes  positifs  est 
convergente,  si,  à  partir  d'un  certain  terme,  on  a  con- 
stamment 

V'«H-<    /■    «<     I    • 

54.  Soit  une  série  dont  les  termes  aient  des  signes 
quelconques.  Si  la  nouvelle  série  qu'on  obtient  en  pre- 
nant positivement  tous  les  termes  au  delà  d'un  certain 
rang  est  convergente,  la  série  proposée  le  sera  aussi. 

Cette  condition  de  convergence  est  suffisante,  mais  non 
pas  nécessaire. 

55.  Théorème  III.  —  Une  série  est  convergente  quand 
les  termes  éloignés  sont  alternativement  positifs  et  né- 
gatifs, et  vont  en  décroissant  indéfiniment. 

56. 

(«,  +  «'.  sl~^i)  H-  [ih  +i\  sf^)  +  ...  +  («„  +  <'„V^) -!-•••  • 
Une  pareille  suite  sera  convergente,  si  les  deux  sommes 

Ih  +  «2  -\-lh  +  .  .  .  -|-H„-|-  .  .  .  ,         <',  +  r.  -h  P,  -I-  .  .  .  -t-t'„  +  .  .  .  , 

sont  elles-mêmes  des  séries  convergentes. 
57.  Étude  de  quelques  séries. 


.r-  .r- 


1.9.  I  .  ?  .  3  1.2.3.../? 

Celle  série  est  convergente,  quel  que  soit  x. 
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Supposons  que  l'on  ait 

/  <;  X  <<  /  -h  I  ; 
le  plus  grand  terme  sera 


T' 


1.2.3.../ 

.n+\ 


i  .2..  ,  . Il     n  -+-  \  —  X 


x^                                        X 
>."        I  -f-Xl-OSJ:-i •  COS2.i--f-...H C0S//X-4-. 

1.2  I  .  2  .  .  .  /^ 


série  convergente,  quel  que  soit  x. 


,x        x'        .r-" 
S"  -  H h  ^ 


série  convergente  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
—  I  et  H-  I . 

I 


I  4-  mx  -r 


/3  H-  l       1  —  X- 
mi  m  —  I  ) 


I  .2 

m{ lit  —  i) .  ..(/?/  —  [)  --1-  I ) 
I  .  2 .  .  .  /> 


jr/'H-.  .  . 


Si  l'on  a  X  <^  I  et  ^  o,  la  série  est  convergente.  Elle 
l'est  encore  si  l'on  a  x  <^  o  et  que  sa  valeur  absolue  soit 
plus  petite  que  i. 

5"  H-  —  +  ^,  ■+-  77,  +  •  •  •  > 

2"  O  '  4 

série  divergente  pour  m  ==  i   ou  m  <^  i ,  et  convergente 
pour  m  >>  i . 

III  I 

6"    2 H ! -^ :-^-^...^- 


1.2     '      I.2.i  1.2.3.4  1.2,3...// 

série   convergente.   On   en  i  eprésenle  la  somme    par  la 
lettre  e. 


438  TABLE    ANALYTIQUE 

Le  nombre  e  est  compris  entre  2  et  3. 

I  I 

B,< 5 X- 

e  =z  2,^182818,  à  un  dix-millionième  près. 

08  à  61.   Limite  de  (  H |     quaind  m  croît  indéfi- 

jnimejnt.  —  Le  nombre  e  est  la  limite  vers  laquelle  tend 
la  quantité  (  iH )    quand  m  croit  indéfiniment. 

(>12.   Le  nombre  v.  est  incommensurable . 


CINQUIEME  LEÇON. 

lmfféremlatioxn  des  fonctions  transcendantes. 

()3.   Fonctions   looaiuthmiques. 

cl.T 

64.  Quand  on  prend  le  nombre  e  pour  base,  les  loga- 
rithmes appartiennent  à  ce  qu'on  appelle  le  système  né- 
périen :  nous  les  désignerons  par  1. 

Dans  ce  système,  on  a 

dr 
ci\.T  =  —. 

.V 

On  passe  d'un  système  quelconque  au  système  népé- 
rien, et  x'ice  versa,  par  la  formule 

Jogx  =  l.r  X  T^  =  l-^  X  logÉ-. 

Le  facteur  constant—  ou  loge,  par  lequel  il  faut  mul- 
tiplier le  logarithme  népérien  d'un  nombre  pour  avoir  son 
logarithme  dans  le  système  dont  la  base  esta,  est  appelé  le 
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module  de  ce  dernier  système.  Quand  a  =  lo,  le  module 
est 

log  e  =  o ,  4342945. 

En  multipliant  les  logarithmes  des  Tables  ordinaires 
par  ou  1,10  qui  est  2,3o2585i,  on  aura  les  loga- 
rithmes népériens. 

65.  La  règle  de  la  différentiation  des  logarithmes  est 
souvent  utile  pour  dilïéreniier  d'autres  fonctions. 

66.  Exemples. 

67.  Fonctions  exponentielles. 

d.a''  =  a"[adu. 

68. 

d  .e'  =z  (^  dx . 
La  fonction  Ce^  est  la  seule  qui  soit  égale  à  sa  dérivée. 

69.  Exemples. 

70.  Fonctions  circulaires  directes.  —  Les  notations 
ûnx,  coso:,...  représentent  les  rapports  des  droites  ainsi 
nommées  au  rayon  du  cercle  auquel  elles  appartiennent. 
La  lettre  x  représente  la  longueur  d'un  arc  rapportée  au 
rayon  pris  pour  unité;  si  z  est  le  nombre  des  degrés  con- 
tenus dans  X, 

■KZ  180°       ^  ^  _, 

100  n  ' 

L'arc  égal  au  rayon  est  environ  de  S^^iô'. 
71. 

d%inx  ■=.  cos  rdx. 

72. 

dcosz  =  —  iin  zdz. 


44o 
7a. 


74. 


76.  Exemples. 
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d  tangz  ; 

dz 
co^-z 

d  colz 

dz 

sin'z 

d  séc  z  - 

sin  z  dz 

76.  Fonctions  circulaires  inverses.  —  On  représente 
l'arc  dont  le  sinus  est  x  par  la  notation  arc  (sin  =  x),  ou 
plus  simplement  par  arc  sinx. 

du 


d  arc  sin/<  = 


V  I  —  u- 

77.   ydrc  cosinus. 

du 


r/arc  CCS  u  z= 


\/ 1  —  u- 


78. 

du 


d  aie  taiii,'«  = 
<^/arc  cot  M  = 


I  H-  u- 
du 


7VI.   80.  Exemples. 
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DIKFEREMIATION    DES    FOINCTIOS    IMPLICITES.   CUANGEMENT 

OE    LA    VARIABLE    l.NDÉPE.NDAME. 

81.  DlFFÉRENTXATlOA  DES  FONCTIONS  IMPLICITES  DON- 
NÉES PAR  UNE  SEULE  ÉQUATION.  —  Supposous  dcux  quan- 
tités X  et  j  liées  entre  elles  par  une  seule  équation 

/{•^'^  j)  =  o; 

on  1^ 


d'où  Ton  tire 
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df 

dy 

dx 

dx 

~        df 

dy 

44 1 


La  dérivée  de  la  fonction  implicite  y  s'obtient  en 
divisant  la  dérivée  du  premier  membre  de  l'équation 
prise  par  rapport  à  x,  par  la  dérivée  de  ce  membre  prise 
par  rapport  à  y  et  en  changeant  le  signe  du  quotient. 

82.  Lorsqu'on  a  l'équatiou  d'une  courbe  sous  la 
•forme  (i),  la  règle  précédente  permet  d'obtenir  le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  tangente  menée  par  un  point  quel- 

conque  de   cette  courbe,    c'est-à-dire  —■>  sans  résoudre 

l'équation  par  rapport  à  l'une  des   variables. 

83.  Elimination  des  constantes,  —  Entre  une  équa- 
tion donnée  et  l'équation  qu'on  en  tire  par  la  différentia- 
tion,  on  peut  éliminer  une  constante  5  il  en  résulte  une 
nouvelle  équation  qui  exprime  une  propriété  de  la  tan- 
gente, commune  à  toutes  les  courbes  que  représente  l'é- 
quation proposée,  quand  on  y  donne  différentes  valeurs 
à  la  constante. 

8-4.  Fonctions  implicites  données  par  pllsieuus 
équations.  —  Du  système  des  deux  équations 

/{-^^  y>  z)  =  Oj 

F[x,  y,  s)  =  o, 


on  déduit 

'Ildx-^'^^ 
dx              dy 

dy+'—^dz=o, 

dF   ,         dF 

—  dx  ^ 

dx              dy 

<-/)■-+-  --r/3=o, 
dz 

dfdF         dfdF 

dfd  F 

dfdF 

dy         dx  dz          dz   dx 

dz        dy  dx 

dx  d  y 

dx  ~  dfd  F        dfd  F  ' 

dx   '  dfdF 

dfd  F 

dz  dy         dy   dz 

dz   dy 

dy  dz 
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80  et  8t).  En  général,  si  l'on  a  n  équations  entre  n-\-  \ 
variables,  une  seule  sera  indépendante  et  toutes  les  autres 
seront  fonctions  de  celle-là.  On  égalera  à  zéro  les  différen- 
tielles des  premiers  membres  de  toutes  ces  équations  j  on 
aura  ainsi  n  équations  où  dx,  dy^  dz^  etc.,  entreront  au 

premier  degré,   et  d'où  l'on  tirera   les  valeurs  de  —  j 

d.x 

dz 

-7-'  etc. 

dx 

87.  Dérivées  et  différentielles  de  divers  ordres. 
—  Soit  j  =y  (j?)  une  fonction  quelconque  de  a:,  et  j''  sa 
dérivée.  Cette  dérivée  étant  une  fonction  de  x,  on  peut 
la  différentier,  et  l'on  obtient  ainsi  la  fonction  dérivée 
de^',  que  l'on  appelle  la  dérivée  seconde  ou  du  secoiid 
ordre  de  j",  et  qu'on  désigne  par  y" .  De  même  y"  aura 
une  dérivéej '",  et,  en  continuant  ainsi,  on  aura  les  déri- 
vées de  tous  les  ordres  dej^.  On  les  représente  aussi  par 

/'(x),r(^),r(x),.... 

A  ces  dérivées  correspondent  les  différentielles  succes- 
sives dej,  que  l'on  représente  par  d'^y^  d[d^yj  etc. 
On  a  , 

djzzzy'dx,     d''y^=y"dx\      d\Y  =  y"' dx\...,     d"j  =j^'')dx'f 
ou 

•^  dx       ■^  dx^'     -^  dx'  -^  dx" 

88.  Exemples  :  1°  7=  x"\ 

2»  y  =z  kx^-\-  Bx"'-'  -h  C^'"-^  -+-.... 

dy 


dx 


m 


Ax"-'  +  {m  —  i)Bx™- 


d'^Y 

— ■^—  m  {m  —  i)  Ax"-2  -f-(/w  —  i)  (//î  —  2)  Ex""-' -h.  .  .; 

cl,  si  m  est  un  nombre  entier, 

d'"r 

-j-^  =  i.,i.3.../«.A. 

d.Tf' 
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Les  dérivées  suivantes  sont  nulles. 

3°  X  =  «^ 

d''Y  . ,     , 

Si  a  =  e,  on  a 

d"r 

— -  =  r  =  e'. 

dx"        •' 

4»  y—  log  X. 

^  =  (— i)''-'i.2.3..  .(«  — i).r-Mog^. 
5°  JK=  sin.r. 


sin  M^  -< —  TT 


d"r  I  n 

=  COS    \  sr.  -\ TT 

J.i.-"  \  2 


89.  (^uarwi  la  fonction  y  est  donnée  par  l'équalton 

/(.r,  7)  =  G, 

on  a 

rt.r        r// 

équation  qui  fournit  d'abord  la  valeur  de  j^'. 
Représentons  par 

l'équation  (2),    ou  plus  généralement  une  combinaison 
quelconque  des  équations  (1)  et  (2)  :  l'équation 


dvj         dm     ,        d(D 

--  H — '  y  -^ — - 

dx        dy  dy 


■X-.r  +3r>  J     =" 


fera  connaître  y". 

On  trouverait  de  mêmej^'",  )  "  ,  etc. 

90,     Du    CHANGEMENT    DE     iuk    VARIABLE    INDÉPENDANTE. 

—  Si  Ton  a  //  équations  entre  [n-\-\)  variables,  y,  .r, 
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t,  u,  t^, .  .  . ,  OU  peut  eu  regarder  une  coujme  indépen- 
dante, et  imaginer  que  toutes  les  autres  soient  exprimées 
en  fonction  de  celle-ci.  Si  l'on  choisit  t^  par  exemple, 
on  a 

y  =  ■]j[t)     et      d"y  =  •];(")  [l)dt". 

91,  Si  l'on  prend  t  pour  variable  indépendante,  et  que 
l'on  considère  x  et  7  comme  fonctions  de  ?,  on  a 

dj^=/'{x)dx, 

d-'y=f"[x]dx}-\-f'[x)d^x, 

d^y  =f"'{x)dœ-'+Zf"[x)dxd'x  +  f  '  {x)  d' x  ; 

ou 

^'{t)=f'{x)^'{t), 

r(0=/'"(^)?'(0'+3/"(a:)?'(0?"(0+/'(^)T"'(0. 

92,  93.  Récipi'oquement,  si  l'on  connaît  les  dilTérea- 
lielles  ou  les  dérivées  successives  de  x  et  de  7  considérées 
comme  des  fonctions  (p(i)  et  ^[t)  de  la  variable  indépen- 
dante t,  on  eu  peut  déduire  les  dérivéesy'(ar),y"(x),  etc., 
de  j^  considérée  comme  fonction  de  x  : 

/'W  =  ^, 

,,,,    .        dxd  -  y  —  dyd  ^  x 
f,„.    ,  dx  [dxd^y  —  dyd^x)  —  Sd^x{dxd^y  —  dyd'x) 

/      (UT)-    . — , 

les  différentielles  dans  les  seconds  membres  sont  rela- 
tives à  t. 

94.  La  dérivée  premièie  J'(x)  est  la  seule  dont  l'ex- 
pression par  les  ditlërentielles  de  x  et  de  j  reste  la  même, 
quand  ou  cesse  de  prendre  x  pour  variable  indépendante 
ou  quand  d  r  (  esse  d'être  constante. 
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95.  Vérification  des  formules  générales.  Si    Ton  fait 
x  =  f ,  on  a 


96.  Si  Ton  prenaitj  pour  variable  indépendante,  l'é- 
quation 

étant  résolue  par  rapport  à  x,  donnerait  une  valeur  de  la 
forme 

.T.  =  ¥{jr). 

F(j  )  est  dite  la  Jonction-  ini^erse  de  f{x). 
^..,->_3F"-7)'-F'(r)F-(r) 

^  '^'- F(77 

97.  Exemple  du  changement  de  la  variable  indépeji- 
dante. 


SEPTIEME  LEÇON. 

différentiation  des  fonctions  de  plusieurs  variables 
indépendantes. 

98.    Différentielles   partielles    et    totales    d'une 

FONCTION    de    plusieurs    VARIABLES    INDÉPEIVDAJVTES.   Si 

dans  une  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes 

on  ne  fait   varier  que   x^    et  qu'on  prenne  la  dérivée 

de  la  fonction  par  rapport  à  or,  cette  cJérwée  partielle 

sera  une  certaine  fonction  cp(a:,  j",  z)\   on  la  représente 

.        du         df{x,r,  z)  1  •    1-         11/ 

par  la  notation  -—  ou  -r hn  multipliant  la  de- 

'  (Ix  flx  ^ 
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rivée  partielle  par  dx  ou  par  raccroissement  arbitraire 
de  .r,  on  aura  la  différentielle  partielle  de  u  par  rapport 

à  X,  cf  (a:,  j-,  z  )  dx,  ou  —  dx. 

99.   Si  l'on  pose 
du  du  du 

la  somme  des  différentielles  partielles  de  u  par  rapport 
à  toutes  les  variables,  ou 

sera  ce  qu'on  appelle  la  différentielle  totale  de  u. 
100. 

-t-  (aA^H-  ^"Aj +  7"Az). 

L'accroissement  de  la  fonction  u  se  compose  de  deux 
parties  :  dans  l'une,  les  accroissements  des  variables  sont 
multipliés  par  des  fonctions  indépendantes  de  ces  ac- 
croissements, et  qui  sont  les  dérivées  partielles  de  «; 
dans  l'autre,  ces  accroissements  sont  multipliés  par  des 
quantités  a,  j3",  y"  qui  s'évanouissent  en  même  temps 
qu'eux. 

101.  Exemples. 

102.  Propriétés  de  la  différentielle  totale.  —  La 
limite  du  rapport  de  l'accroissement  d'une  fonction  à  sa 
différentielle  totale  est  l'unité. 

103.  Quand  une  fonction  de  plusieurs  variables  est 
constante,  sa  différentielle  totale  est  nulle. 

On  en  conclut  que  si  deux  fonctions  ont  une  différence 
constante,  leurs  différentielles  partielles  ou  totales  sont 
égales,  et  réciproquement. 

104.  DrFFÉRENTTATION     p'uNE    FONCTION     COMPOSÉE     DE 


1 
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FONCTIONS    DE  PLUSIEURS  VARIABLES  INDÉPENDANTES.  Si 

une  fonction  est  composée  de  deux  fonctions  des  va- 
riables indépendantes  x^y,  z,  comme  p  =  F  (m,  v-),  on 
aura 

dp        dp  du  dp  dv 

dx        du  dx  dv    dx 

dp        dp  du  dp  dv 

dy        du  dy  dv   dy 

dp        dp  du  dp  dv 

dz         du  dz  dv  dz 

la  différentielle  totale  de  p  : 

^du^± 
du  dv 

105.  Différentielles  des  fonctions  implicites  de 
PLUSIEURS  VARIABLES  INDÉPENDANTES.  —  Soient  les  deux 
équations 

(i)  f{x,y,  z,  u,  v)  =  o, 

(2)  Y{x,yyZ,  u,  v]  =  o. 

On  aura 

<if  ,       4f  ,       df  ^       df  ,       df  , 

J-dx-h  -^  dy-h~  dz-h^  du  +  -^dv  =  o, 
dx  dy  dz  du  dv 

dF   ,  dF   ,         dF   ,         dF   ,  ^F    , 

— —  dx  H — —  dy  H — —  dz  H — -—  du  -\ dv  =  o. 

dv  dy  dz  du  dv 

De  ces  deux  équations  on  tirera  du  et  r/p». 

106.  Dérivées  et  différentielles  de  divers  ordres. 

- — —  ou  - — r-  indique  qu'il  faut  prendre  d'abord  la  dé- 
dy  dx  dy  dx  ^         *  *- 

.         ,  1  ^  .du  -11/ 

rivee  de  u  par  rapport  a  x,  qui  est  —  »  et  ensuite  la  de- 

.    ,    j     du  <        T\        A  d^u  .        , 

rivee  de  -r  par  rapport  a  v .  Ue  même  -; — —  exprime  la 
dx  '^  *^  ^  ^  dx  dy        '^ 

dérivée  par  rapport  à  j;  de  la  dérivée  de  u  par  rapport  à  y. 

On  indique  d'une  manière  semblable  le  résultat  d'un 

nombre  quelconque  de  différentîations  exécutées  dans  un 
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certain  ordre  sur  la  fonction  m.  Ainsi •  signifie 

dz  dnndy  dx      ° 

qu'il  faut  prendre  d'abord  —  =  u,,  ensuite  — '  =«3,  puis 

f/«î  ^       du,-}, 

— —  =  u^     et  entin  — — 
dx  dz 


dx  dy 


107  à  109.  Théorîlme  sur  l'ordre  des  différentia- 
TiONs.  —  Le  résultat  final  de  plusieurs  différentiations 
successives  est  toujours  le  même,  quel  que  soit  l'ordre 
dans  lequel  on  opère  par  rapport  aux  diverses  variables. 

110.   Différentielles  totales  de  divers  ordres  d'une 

fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes.  soit 

u  une  fonction  de  trois  variables  indépendantes  .r,  y,  z, 
on  aura,  en  général, 

(du  du  du       \  (") 

d'-u=[^^Jx^-dy+^^dz)i      , 

formule  symbolique,  dans  laquelle  il  faudra  remplacer 
du"  par  d"  u  après  le  développement. 

411.  Dérivées  partielles  des  fonctions  implicites, 
—  Une  équation  y  (a:,  y)  =  ^-^  entre  deux  variables  x 
et  y,  donne 

—- dx -\ — —  rf>=  o,       0  ou 
dx  dy 


d-'f  ^    ^    dY     dy    ^    d^fldy 
dx'  dx  dy    dx        dy^  \dx 

d'^y 
d'où  l'on  tire— —  En  difîérentiant  de   nouveau,  on  ob- 

dx^- 

,        d^y    d^y 
tiendra  — —  ■>  — —  . .  •  •  • 

dx^     rt.c' 

412  et  113.   Si   l'on  a  une  seule  équation  entre  trois 
variables 


àf 

dy_ 

dx 

dx 

w 

dy 

dy 

d'y 

dx^ 
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en  diftéren liant  1  équation  (i)  par  rapport  à  x,  on  a 

d.rr         dz      dx 

dz 

d'où  l'on  tire  -— •  On  a  de  même 
dx 

3  —  -4-— -.-— =o, 

dy        dz    dy 

équation  qui  donne  la  valeur  de  —  • 

En  différentiant  l'équation  (2)  par  rapport  à  a:,  on  aura 

rf'/.  ^  d\^  _  ,1^  ^  d^f  /^y^^ ^ ,1^ ^  ^ 

dx^  dxdz     dx         dz^    \  dx  '  dz     dx^  ' 

dî       ^     11  •  Cl     ^ 

ou  1  on  ti  re  -7—  • 
dx"- 

En  différentiant  l'équation  (2)  par  rapport  à  y  ou  l'é- 
quation (3)  par  rapport  à  or,  on  trouve  également 


dxdy       dydz    dx       dxdz    dy        dz^     dx    dy       dz     dxdy  ' 

d'^z 
d'où  l'on  déduira  - — -• 
dx  dy 

Enfin,  en  différentiant  l'équation  (3)  par  rapport  à  y \, 

on  aura 

d^f  ^    ^    d^f      dz    ^    d^ffdz^    ^    df    d^z  ^^ 
dy^  dydz      dy         dz''  \dyj  dz    dy"^ 

équation  qui  fera  connaître  -7-^'  On  trouverait  de  même 

d'z       d'z 

—  ^  . , .  *  •  • 

dx^     iLc^dy 
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HUITIE^IE  LEÇON. 

DÉVELOPPEMEM    EN    SÉRIE    DES    FONCTIONS    d'l'XE    SEl  I.E 
VARUBLE. 

114  à   \\1 .   Série  de  taylor. 

/lx+/0=/(.r)+/^/'(.r)  +  --^/"    .r)-f... 
+  —-4^ /(")(^)-K-. J^ ,/(»+>;(^^_9/,). 

l  .2.6.  .      n  1.2.3... («-+-!)  ^  ' 

Cette  formule  a  lieu  pourvu  qne/^  "+'^  [x')  reste  finie 
et  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  x',  de- 
puis la  valeur  x  que  l'on  considère  dans  la  formule  jus- 
qu  à  x-\-li. 

Les  fonctions  dérivées  d'ordre  supérieur  à  «  -f- 1  ne 
sont  assujetties  à  aucune  condition. 

R= /("+.W.,;    ^     (jl,)_ 

I  .9.  .3.  .  .(//-f-lj  ^ 

118.    Autres  formes  m    reste. 

R=  'C—   {/''"{■^-^^h)-fi")[.r.)]. 

I  .  2  .  J  .  .  .  « 

l^a  formule  suppose  que  f  "^  (x')  reste  finie  et  conti- 
nue pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  a',  depuis  x 
jusqu'à  x-\-h\  elle  n'exige  aucune  condition  relative  aux 
dérivées  d'un  ordre  supérieur  à  n. 

119. 

R  =  '1 ^i ^  /("+.}  U  _f_  9/,;,. 

iî20.  Remarque  sur  la  série  de  Tavlor.  —  Si 
Ton    arrête  la  série  de  Tavlor  à  un   leime  quelconque 

^ — ' — ./  "'  (  *^)  4"i  "*2  so^^  P^s  r\\\\.  on  pourra  toujours 

prendre  la  quantité  h  assez  petite  pour  que  ce  ternie  sur- 
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passe  en  valeur  absolue  /e  reste  tju'il  faudrait  ajouter  à 

afin  d'avoir  la  valeur  exacte  do  /  (r  -h//)- 
'121.   Sérik  de  Maclai'iun . 

/(x)=/(o)+.r/'(o)+^/"(o)+-^/"'(o)-F-.... 
Le  reste  a  l'une  de  ces  trois  fori)ies  : 

/(■■'+')(  Q.r)  ,       -—4 ■  (/'■•"  (Ô.r^)-/"(o)], 


1.5». 3. -.(«4-»)  '       '        i.^..-"^. 

7."+'  {\ ô  V 

1  .  ?..  H  ...  «  " 

122.  Remarques  sur  la  formule  de  Maclaurik.  — 
La  fonction  j\x)  ne  peut  pas  êlre  développée  suivant 
les  puissances  de  x  par  la  formule  de  Maclaurin,  quand 
cette  fonction  ou  l'une  de  ses  dérivées  devient  infinie  ou 
discontinue  pour  a:  =  o.  Mais  on  peut  alors  la  dévelop- 
per suivant  les  puissances  de  x  —  <7,  par  la  formule 

f[.T)=f[a)  -I-  (.r-a)/'  [n)  +  L^-II^>' (  «  )  4- .  . . 
I.2.3...«  1.2.3...  (/?+ 1) 

123.  La  fonction  j\x^  ne  peut  être  développée  en  une 
sérieconvergenlc  procédant  suivant  les  puissances  entières 
et  ascendantes  de  x  autrement  cpie  par  la  formule  de 
Maclaurin. 

424.  La  série  de  Maclaurin,  quand  elle  est  conver- 
gente, peut  converger  vers  une  limite  différente  de  y  (,r). 

125.     AuTIiE    DI^.MONSTRATION     DE    LA     SÉRIE    DE     TAVLOn. 


4'^2  TABLE     ANALYTIQUE 

NEUVIÈME  LEÇON. 

applications  de  la  série  de  maclaurix. 
126.    Développement  des  foivctions  exponektielles. 

«•'=1-1 1- 


I  1.2      '       1.2.3 


1.2.3.  ..«  1.2.3.  ..(«H-l) 

127.   On  tire  de  là  le  développement  de  œ'  : 

a'=i-\ \ ■ --\ ^ — ^-f-...-l-        ^ 


I  1.2  1.2.3  1.2.  ../I 


1.2 [n  -f-  i) 

128.   Développement  de  s\nx  et  de  cosx. 

.t'  x^ 

sin  .r  =  .r H — 


1.2.3       1.2.3.4-5 

cos'  0  jr). 


\  .n. .  .  ,\n  -\-  \)         I  .  9  .  .    ^  «  -+-  1 

129. 


COS. 7.-  =  1 


1.2  1.2.3.4 


ri+r 


•COS(9j:}, 


1.2.3.  .  .  (  «  —  0         1.2.3.  .  .[n  +.i\ 
130  à  133    —  Formule  du  binôme  pour  un  exposant 

QUELCONQUE. 

mim  —  i) 

ii-\-x)'"=  I  4-/7?.rH i :  j-'4-  .  .  . 

1.2 

mim  —  1  ) .  .  .[m  —  n  -\-i) 

H ^^ — ^ -x" 

i .1.6, . .n 

mim  —  1) .  .  .{m  —  n)  ,         ,    , 

+  -^ '~-~ r-  0:"+'  I  -f-  e^)"-'—, 

1 .2.3. . .(«  +  î) 
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série  convergente,  si   x   tombe  entre  — i   et  H-i,  quel 
que  soit  m. 

134.  Développemekt   de   log(i-f-x).   —   Lorsque  x 
tombe  entre  -f-  i  et  —  i .  on  a 

jc'         .r^         X* 
2  i  4 

135,  136.  Formules  pour  le  calcul  des  logarithmes. 

1_2J-|-A  3(2^-+-/^)'  J 

l(x+4)-i-l(.r— 4)  +  lf>r-f-3  4-l(x— 3)— 2lx— l(x^-5)— 1(^— 5) 

^  2  r 11 ,  u'     1^      y  I  ^('     7^     y , 

Si  Ton  avait  x  =  i  ooo,  ou  un  nombre  supérieur,  on  pour- 
rait,  avec  une  erreur  moindre  que  —7^5  poser 


i(a-  +  4)  +  l(.r  -  4)  -h  !(.r  +  3)  +  l(.r  —  3) 
—  2l.r  —  l(.r  -j-  5)  —  I  (a-  —  5)  =0. 

137,  138.  Lorsque  deux  nombres  sont  supérieurs  à  une 
certaine  limite,  telle  que  loooo,  leur  différence,  pourvu 
qu'elle  soit  suffisamment  petite,  qu'elle  ne  surpasse  pas  i 
par  exemple,  est  sensiblement  proportionnelle  à  la  diffé- 
rence de  leurs  logarithmes. 

139.  Des  logarithmes  co^siDÉRits  comme  limites  d'ex- 
pressions algébriques. 

/?'=  liin  !  I 


quand  m  devient  plvis  grand  que  toute  quantité  donnée. 
UO,  141. 

\^  =  \im\in{"i^y  —  i)]  quand  m  =  co. 
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DIXIÈME  LEÇON. 

KOK.MLLE    DE    MOIVRE    ET    SES    COXSÉyLE>CES. 
i-4t2.    GÉKÉUALITÉS    sur    les     EXPRESSIOJVS     I.MAGlNAlREh. 

—  Une  équation  où  entient.des  quantités  imaginaires  est 
la  représentation  symbolique  de  deux  équations  entre  des 
quanti  lés  réelles. 

143.  Toute  expression  imaginaire  «+ 6  y/ — i  peut  être 
mise  sous  la  forme  r(ros/  4-  ^/ — i  siuf  )  ; 

, a  .  b 

r  =z  \j a' -\- b- ,      rosr=  ;      sui  /  =  —  - 

La  (juantité  /■.  que  l'on  prend  toujours  positive,  est  dite 
le  module  de  l'expression  imaginaire.  Les  valeurs  de  sinf 
et  de  cost  font  connaître  l'arc  t  ou  V argument  :  on  le 
choisit  ordinairement  positif  et  plus  petit  que  la  circonfé- 
rence. 

144.  Formule  de  Moivue. 

(cosj:-t-y/ — I  sin.r)  (cosj-f-y' — i  siri7)(cosz  +  \/  —  i  sinz)..  . 

=r  cos(j:4-j?'-H-z  +  ...)  +  \j — I  sin(.rH-r-4-z  -f-.  •  .), 

(cosJT -i- \/ —  I  sina:)"'=  cosw.r-h  y/ — i  sinwj:. 

Cette  formule,  appelée  formule  de  Moivre,  est  encore 
vraie  lorsque  7n  est  un  nombre  fractionnaire,  positif  ou 
négatif. 

145.  Développement  uu    sinus    et  du   cosikus   d'un 

multiple  d'un  arc  SUIVANT  LES  PUISSANCES  DU  SINUS  ET  DU 
cosinus   DE  CET  ARC.   Si 

m  [m  —  1  ) 
C06 m.T  =  cos"'x ces'"   -.x  sur  j: 

I  .2 

fil  (ni  —  i)  (m  —  2 )  ( m  —  3  ) 

^  '^  '^ (■,os'"-\r5m'.r  — ..., 


1.2.3.4 


sin  rnx  =^  ni  cos 


m  (m — i)  (m  —  2) 

— ' -—: cos"'~\r  sjn" j;  -\- . 

1.2.3 
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146.     DÉVELOPPEMEWÏ    d'lUNE    PUISSAJN'CE    d'iJN     SINLS    ou 

d'un     cosinus     suivant     LES      SINUS     OU      LES     COSINUS      DES 

MULTIPLES  DE  l'arc,  —  m  pair  el  égal  as//: 

2"'~'  ces'"  j:  =  cos/«>r  +  rn  cos  («/  —  -2)  x 

m  (m  —  1  ^         ,  , ,  i  mini  —  \). .  An  -\-  i] 


1.2  7  I . 2 . 3 . = . « 

impair  et  égal  à  -mi  -\-  i  : 

2"'~'  C0S"'J7  =  COSniX  -h  ///  COb(//i  —  2).r 

H ' cos  «  —  4  1 .1-  + ...  -J ^ '^ ^  cos.r. 

1.2  ^'  I  .2.3.  .  ./Z 

147.   m  pair  et  égal  à  2«  : 

( — 1)"2"'~'  sin"'j:  =  coswj^  —  m  cos(//i  —  2)  .r 

/w(//i— i)  .  I  w(w— i)...(«H-i) 

'        ^  cos(/« — 4)-'' 


1.2  2  I . 2 . 3 . . . rt 

m  impair  et  égal  k  1  ii  ~\-  i  : 

( — i)"  2'"~'  sin"'j:  =:  %'\i\mx  —  rn  sin  (/«  —  2).r 

w^-ï?  —  i)  _,m{m — i)..  .(/î -i-  2)    . 

H sin  [m  —  4  .r .  .  .dt  — ^ ^ î^ -—  smx. 

1.2  ^  ^'  I  .2. . .« 

148.   Théorie  des  exponentielles  imaginaires. 

x'  a,-' 


<?*■  =  I  -f-  .r  -I- 


1.2  1.2.3 

Convenons  d'appeler  <^^'''~*  le  résultat  de  la  substiiu- 
lion  de  .r  y —  1  à  la  place  de  x  dans  la  série  ci-dessus  :  ou 
aura 

6-'*^""'  =  cos.r  H-  V  —  !  sinx, 

e~^     '  =  coso:  —  \j —  1  sin  x. 

ros.r  = , 

2 

giv'— 1 ^— xv'ITi 

sin  .r  =    — — ^=^- —  • 

•xsj —  I 
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1 49.  f**'^  X  '?■''*'""'  =  eC'+r)*^  . 

150.  On  est  convenu  de  représenter  par  e-'+-^  *  le  ré- 
sultat de  la  substitution  de  x  -i-j  \/ — i  à  la  place  de  x, 
dans  la  série 


1.2  1.2.3 

La  formule  e^  X  e*^  =  e^+-'^  est  encore    vraie  lorsque 
les  exposants  sont  de  la  forme  x  -\-y  \  —  i. 

d51.    Toute  expression  iinaginaiie    a  +  by — i  peut 
être  mise  sous  la  forme  f^^+-'''~*. 

Si  œ  est  le  plus  petit  des  arcs  positifs  qui  ont  ■ 

V'û^  +  è' 
b 
pour  cosinus,   et pour  sinus,  on  aura,  i  étant  un 

V'«'+  b'  "^ 

nombre  entier  quelconque,  positif  ou  négatif, 

152.    LoGAiiiTHMEs   IMAGINAIRES.   —  Si  Tou  convicnt 

d'appeler  logarithme  népérien  de  a  H- ^  v  —  •  l'exposant 
imaginaire  de  e,  dans  l'égalité  précédente,  on  aura 

Un  nombre  positif  a  un  seul  logarithme  réel  et  une 
infinité  d'imaginaires. 

Une  quantité  négative  n'a  pas  de  logarithme  réel. 
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ONZIEME  LEÇON. 

RÉSOLUIIOX    DES    ÉQLATIONS    BINOMES. 

153  à  15o.    Résolution    de  l'éqtjatiojn    x'"  =  a.    — 
Les  valeurs  de  x  sont  données  par  la  formule 


Il  T  ■  .    li-n 

CCS h  V  —  •  sm 


en  donnant  à  z  les  valeurs  o,  i,  a,  3,...,  m 
la  formule 


I ,  ou  par 


a/-; 


o.k 


en  attribuant  à  A  les  valeurs  0,1,  2,  3,...,  jusqu'à  — 


suivant  que  m  sera  pair  ou  impair 


Fis.  1. 


106.  Théorème  DE  Cotes.  —  Décrivons  un  cercle  avec  un 

rayon  égal  à  v^  menons  un 
diamètre  A  A',  et,  à  partir  du 
point  A,  divisons  la  circon- 
férence en  in  parties  égales. 
Prenons  sur  ce  diamètre  une 
longueur  OM  =  x,  et  joi- 
gnons le  point  M  aux  divers 

points  de  division. 

La  différence  des  nV^'""'  puissances  des  lignes  OM  et 
OA  est  égale  au  produit  des  lignes  menées  du  point  M 
aux  di\^ers  points  de  division  de  la  circonférence. 

107,  158.  Résolution  de  l'équation  x'"  = — a.  — 
X  est  donnée  par  la  formule 


t(2/-fr  i)7r 
ces h  \J- 
m 


.  (■2.1  -i-  OttI 

m 

m         J 


où   il   suftit  de  faire   successivement    i=o,    i,   2,..., 
{m  —  i),  pour  avoir  toutes  les  valeurs  de  x,  ou  par  la 
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formule 

ns TT-  i/ —  r  sin 


1  )  TT  ~1 


en  attribuant  à  A  toutes  les  valeurs  entières  jusqu'au  plus 

grand  nombre  entier  qui  ne  sui'passe  pas ;  c  esl- 

»    , .            ,         ,       ,           ,  '«  —  2    ,                  .          .  ///  —  I 
a-ciire  qu  on  s  arrêtera  a  si  m  est  pair  et  a  

si  m  est  impair. 

159.  Théorème  analogue  à  celui  du  u°  156  avec  celle 
différence  que  les  divisions  de  la  circonférence  en  m  par- 
ties égales  ne  commenceront  pas  tout  de  suite  au  point  A, 

mais  au  point  qui  en  sera  distant  de  l'arc  — 
'  m 

160.  Hésoltjtiopj   de   l'équatioïv    x'"  =  a -}- b  y — i. 

a  -\-  b  \/ —  I  =  p  (  ces  <j>  H-  s/ —  I  sin  (p  ) , 

«désignant  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  né- 
gatif. 

/  2/77-!-©  , .      7,ilT-\-(o' 

X  ■=  /•[  CCS -j-  V  —  I  sin 

\  /;/  f/i 

161. 

On  tire  de  celle  équation  les  suivantes  : 


v-f 


'--'i-v/f-- 

qui  rentrent  dans  1  un  des  cas  déjà  traités. 
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DOUZIÈiME  LEÇON. 

exfressio>s  qui  se  présentent  sous  une  forme  indéterminée. 

162,   163.  Vraie  valeur  des  expressions  qui  se  pré- 
sEKTEiNT  SOUS  LA  FORME  -•  —  ooii  ~ — -  vinc  iiaclion  qui 


se  réduit  à    -  quand  x  =a.  Supposons  que  / '""^'^  («)  et 

G'*""'"*^(«)  soient  les  premières  dérivées  qui  ne  s'annulent 
.pas  simultanément  pour  x  =  a;  on  aura 


0{X)  <?'/'+•) 

Iim 


164,     163.     \  ALEUR    DES    EXPRESSIONS    QUI    PRENNENT    LA 

=o  c  p  .        <p{x)  , 

FORME  —  —  bupposons  oue  I  expression  -^, — -  prenne  Ja 

forme  — •>  pour  x  =^  a  :  si  //  -h  i  désigne  l'ordre  des  dé- 
rivées de  '^\x)  et  de /(a:)  qui,  les  premières,  ne  sont  pas 
nulles  ou  infinies  à  la  fois,  on  a 

Il  m = 

f{x)       /■.«+')(aj 

166.    Valeur    des    expressions     qui    prennent    la 
FORME  G  X  OC  .  —  Pour  trouver  la  valenr  de  l'expression 

g)(rt)y(rt),  dans  laquelle  a»(«)  =  o  et  y(rt)  =  oo  ,  on 
observe  que 


expression  qui  devient  —  pour  a:  =  «,  et  l'on   appliquera 


o 
les  règles  précédentes. 


167.   Lorsque  les  dérivées  de  <})(^)   et  de  ./(.r)    con- 
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duisent  à  des  expressions  qui  préseiilenl  toujours  pour 
x  =  ala  mèrae  indétermination  que  celle  dont  on  cherche 
la  vraie  valeur,  ou  est  obligé  d'avoir  recours  à  des  artifices 
particuliers.  Celui  qui  réussit  le  plus  généralement 
consiste  à  remplacer  x  par  a  -\-h ,  à  développer  les 
fonctions  par  la  série  de  Taylor,  à  opérer  toutes  les 
réductions  et  simplifications  possibles,  et  à  faire  finale- 
ment h  =  o. 

168.  Valeur  des  expressions  qui  preisjnekt  la  forme 
o"  ou  I*.  —  L'expression  y^(.r)5^^'^^  prend  une  forme  in- 
déterminée lorsque  les  fonctions  J^{x)  et  ''^{■t)  s'an- 
nulent toutes  les  deux  pour  x  =  a',  on  trouvera  sa  vraie 
valeur  en  cherchant  celle  du  produit  cp  [x)  \f[x). 

169.  Extension  des  règles  précédentes.  —  Les  règles 
établies  ci-dessus,  pour  trouver  la  valeur  des  expressions 
indéterminées,  subsistent  encore  lorsque  a  devient  infini. 

Mais  avant  d'applicjuer  les  règles  il  faudra  bien  s'as- 

surer  cjue  f  expression  proposée,  ainsi  que  ~-^ — ^^  ap- 
proche  d'une  limite  quand  x  tend  vers  l'infini. 


TREIZIEME  LEÇON. 
développement  des  fonctions  de  plusieurs  variables. 

170,   171.    Extension   du   théorème   de  Taylor.   — 
Soit  u  =f[Xfy)  une  fonction  de  deux  variables  : 

du  ,        du  ,  I     /du  ,        du  ,\(2) 

^  ^  ^  ->         '  flx  dr  I  .  2  \dx  dy     / 

I       Idu  ,        du,^('^  I        [du,       du   X^"^      „ 

1.2.3  W,r  dj    j  i.i...n\dx  dy    j 
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On  a  d'ailleurs 

j  ."2.  .  .n  \_\dp  dq      I  \c/x  dy     I      J 

expression  dans  laquelle  il  faut  remplacer  yr?  par  x  -4-  Oh, 
et  q  par  r  +  9^- 

172.   On  a  la  formule 

f{x-h/é,j-h/,-,  Z  +  /,.  .  .) 


ou 


R  = 


d^n  d"  u. 

du  -\ h-  ...  H 1-  R  , 

1.2  \  .1 .  .  .n 


—-  /j  +  —-/?■+-—/  .-H 
dp  dq  dr 


1 


dti   ,  «^/«   ,  du 

d.v  dy  dz 

Dans  celte  expression  sj'mbolique,  on  a 

u=f[x,y,z...),      \]=f[p,q,r...), 
/?  =  .r  +  9//,      7=jH-9/?-,      /-^rz-l-ô/..., 

et  0  représente  une  fraction  positive. 

Quand  on  reconnaît  que  le  reste  R  peut  devenir 
plus  petit  que  toute  quantité  donnée,  lorsque  n  est 
assez  grand,  la  série  indéfinie  qui  forme  le  second  membre 
de  l'écjualion  (i)  est  convergente  et  a  pour  somme 
y(x  +  /i,  j^H- A,  3  +  /,  ...).  C'est  la  série  deTaylor  éten- 
due à  un  nombre  quelconque  de  variables. 

173.  Eu  prenant  h  et  h  assez  petits,  un  terme  quel- 
conque du  développement,  s'il  n'est  pas  nul,  surpassera 
en  valeur  absolue  le  reste  de  la  série,  à  partir  de  ce  terme. 

174.  Extension  nu  théorème  de  Maclàurin.  —  Dé- 
signons par  f/„,  {Y'^  '  (t")  '■"'  ^'6  4^6  deviennent    w, 

du    du 

-,-,...,  pourx  =  o,j  =  o. 
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On  aura 

fdu\  /du 

Âr 


1.2.3 


1(2) 

-+-...  H- R, 


expression  dans  laquelle  on  doit  faire  a=  o,  j=  o,  et 
remplacer  h  par  x,  k  par  j,  p  par  Qx  et  q  par  Qy. 
Lorsque  R  tend  vers  o  à  mesure  que  n  augmente,  le  se- 
cond membre  de  (2)  donne  lieu  à  une  série  convergente 
qui  a  pour  somme /(j:,j).  C'est  la  série  de  Maclaurin 
étendue  aux  fonctions  de  deux  variables. 

175.  FoKCTiOKS  HOMOGÈAKS.  /(.r,  ) ,  z)  scra  une  fonc- 
tion homogène  si  l'ou  a 

f{t.x,  tr,tz)=t'"/[x,  y,  z); 

///  est  dit  le  degré  de  la  fonction. 

176.  Si  Ton  divise  une  fonction  homogène  de  degré 
.va.  par  une  des  variables  élevée  à  la  puissance  m,  la 
fonction  ne  dépendra  plus  que  des  rapports  des  autres 

variables  à  celle-ci^  et  réciproquement . 

177.  Les  dérivées  partielles  et  du  preuner  ordre  de 
toute  fonction  homogène  du  degré  m,  f(x,  y,  z)  sont 
des  fonctions  homogènes  du  degré  (na  —  î). 

178  à   181.   Pour  toute  fonction  homogène,  on  a 

,  .  du  du  du 

(1  X  -^--y  ^—  z  =  niu, 

d.r.  dy  dz 

du  du  du     \W 

-7- -^  H- ^- J  4-  -r  ^         =fn{m  —  i]u, 
dx  (Ir  dz     )  ^  '    ' 

(du  du  du     \(*^ 
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La  relation  (i).  la  plus  importante,  montre  que  la 
somme  des  dérii'ées  partielles  d'une  fonction  homogène, 
multipliées  respecti^emefit  par  la  ï>ariable  correspon- 
dante, est  égale  à  la  fonction  multipliée  par  son  degré. 


QUATORZIEME  LEÇON. 

MAXtMUM    ET    MIMMIM.  DES    FONCTIOS    d'uNE    VARIABLE. 

182.  Maximums    et    minimums   des   ponctions   d  uke 

SEULE  VARIABLE  IJNDÉPENDAKTE.  Soity^(.r)  Ulie  foilClioil 

d'une  seule  variableo:.  Si,  en  faisant  croître  x,  la  fonclion 
prend  une  valeur  réelle  qui  surpasse  celles  qui  la  précèdent 
et  celles  qui  la  suivent  immédiatement,  cette  valeur  de 
la  fonction  est  dite  un  maximum .  On  appelle  minimum 
une  valeur  moindre  que  les  valeurs  voisines. 

183,  Une  fonclion  peut  avoir  plusieurs  valeurs  maxi- 
mums et  minimums,  lesquelles  doivent  se  succéder  alter- 
nativement. Un  maximum  peut  être  moindre  qu'un  mi- 
nimum. Un  maximum  négatif  devient  un  minimum  quand 
on  fait  abstraction  de  sou  signe,  et  de  même  un  minimum 
négatif  pris  positivement  devient  un  maximum. 

i84.  Les  valeurs  de.x  qui  rendent  y'(x)  maximum  ou 
minimum  sont  uniquement  celles  pour  lesquelles  J"' (j:) 
devient  nulle,  infinie  ou  discontinue  en  changeant  de 
signe. 

i8o.  Ordinairement  le  maximum  et  le  minimum  ré- 
pondent à  des  v.îleurs  de»x  pour  lesquelles  la  fonclion 
dérivée  change  de  signe  en  s'évanouissant  et  en  restant 
finie  et  continue.  Dans  ce  cas,  on  a  la  règle  suivante. 

186,  187.  Quand  une  valeur  de  x  annula  quel- 
ques-unes des  dérivées  successives  f'(x),  f  "(x),  .  . . ,  si 
la  première   dérivée  quelle   n'annule  pas   est   d'ordre 
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pair,  la  fonction  f(x)  est  un  rnïniniiirn  ou  un  maximum, 
selon  que  cette  dérivée  est  positive  ou  négative^  mais 
il  ny  a  ni  maximum  ni  minimum  si  la  première  dérivée 
gui  ne  s\innule  pas  est  d^ ordre  impair. 

188,    189.    Maximums    et    minimums    des    fonctions 

IMPLICITES    d'uKE   seule    VARIABLE   I^■DÉPENDAKTE.     SuppO- 

sons  trois  équations  entre  quatre  inconnues  : 

{/[■■^i  y,  -,  u)  =  o, 

(i)  <  ^{x,r,  ~,  II)  —  o, 

(  TÎ-Cx,  j,  z,  n)=  o. 

Pour  trouver  les  valeurs  de  .r,  ainsi  que  les  valeurs  cor- 
respondantes de  j)  et  de  z,  qui  donnent  des  maximums  ou 
des  minimums  de  u,  on  différentie  les  équations  (i),  en 
y  regardant  > .,  z  et  u  comme  des  fonctions  de  x  et  suppri- 

,  ,  dit  .   -, 

mant  les  termes  ou  entre  — -.  ce  qui  donne 

df      df    dr       df    dz 
dx        dy      d.x        dz      dx 

y  do        do     dy        do      dz 

2)  '   -^-\ =-•— H -•  —  =  0, 

dx        dy      dx        dz      dx 

di(        d-\      dy        d-^     dz 
dx       dy     d.T        dz      dx 

/->,       ,1.      •        dy        dz         ,.  ,    .  , 

On  élimine  -^  et  — -  et  1  on  obtient  une  équation, 

dx       dx 

(3)  F[x,  j,  z,  u)  =  o, 

qui ,  jointe  aux  équations  (i)  ,*détermine  les  valeurs  de 
x,  y,  z  et  u. 

L'élimination   de  ^^  et  de  ^  entre  les  équations  (i) 
dx  dx 

peut  se  faire  en  ajoutant  ces  équations  multipliées  res- 
pect! vemeni  par   j,  X  et  u,  et  choisissant  les  indétermi- 
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nées  X  etjuide  manière  que  dans  le  résultat  les  coefficients 

^     dy        ,    dz    '  .  , 

de  -;-  et  de  -7-  soient  nuls. 
dx  d.r 

190.  On  pourrait  avoir  à  déterminer  les  maximums 
ou  les  minimums  d'une  fonction  explicite  F  (x,j^  z,  i/), 
x,y^  z  et  u  étant  des  variables  liées  entre  elles  par  les 
équations 

f{.T,  y,  z,  h)  — G, 
■^{x,  y,  z,  u)  =  o. 

L'une  des  variables,  x  par  exemple,  pourra  être  re- 
gardée comme  indépendante;  y  ,  z,  it^  F[x,y,  z,  u), 
seront  alors  des  fonctions  de  x. 

Cette  question  est  un  cas  particulier  de  la  précédente, 
savoir  celui  dans  lequel  la  fonction  implicite,  dont  on 
cherche  les  maximums  et  les  minimums,  n'entre  que  dans 
une  seule  des  équations  (i). 


QUINZIEME  LEÇON. 

maximum  et  minimum  des  fonctions  de  plusieurs  variables. 

191.  Maximums  et  minimums  des  fonctions  de  plu- 
sieurs VARIABLES  INDÉPENDANTES.  —  Une  valcur  particu- 
lière et  réelle  d'une  fonction  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantesy  [x^y,  z)  est  un  maximum,  quand  elle  surpasse 
toutes  les  valeurs  voisines  de  cette  fonction,  c'est-à-dire 
celles  qu'on  obtiendrait  en  donnant  aux  variables  des  va- 
leurs très-peu  différentes  de  celles  que  l'on  considère.  On 
appelle  minimum  d'une  fonction  une  valeur  particulière 
moindre  que  toutes  les  valeurs  voisines. 

Les  valeui^  de  x,y^  z  qui  rendent  n=f[x^  j  ,  z)  maxi- 
mum ou  minimum  se  trouvent  parmi  celles  qui  rendent 

^ ,  .     ,       du     du     du         ,,  ■    r    •  t 

les  dérivées  ~—-i  -r-i  -r-  nulles,  innnies  ou  discontinues, 
dx     cly     dz 

1 .     3*  édition.  3o 
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192.  En  se  bornant  au  cas  où  ces  dérivées  sont  conti- 
nues, on  peut  s'aider  de  la  série  de  TaVlor  pour  distin- 
guer, parmi  les  solutions  du  système, 

dit  du  (lu 

dx  '      dy  '      dz  ' 

celles  qui  répondent  à  des  maximums  ou  à  des  minimums. 

193.  La  dilTérentielle  totale  du  premier  ordre  est  nulle. 
Si  d'^ii  n'est  pas  identiquement  nulle,  il  peut  arriver 

trois  cas  :  i"  d'^  u  pourra  changer  de  signe,  alors  il  n'y  aura 
ni  maximum  ni  minimum  5  2"  d'^u  conservera  toujours  le 
même  signe,  alors  u  sera  maximum  ou  minimum  selon 
que  d^u  sera  négative  ou  positive-,  3°  d^u  sera  nulle  pour 
certaines  valeurs  de  A,  A,  /,  mais  sans  jamais  clianger  de 
signe.  Alors  on  ne  peut  dire  si  la  fonction  est  un  maxi- 
mum ou  un  minimum,  et  pour  avoir  une  conclusion  il 
faut  pousser  plus  loin  le  développement  de  Au. 

Nous  nous  contenterons  de  chercher  les  conditions  né- 
cessaires et  suffisantes  pour  que  d'^  u  ou  la  fonction 

soit  positive  poui-  toutes  les  valeurs  réelles  de  h,  h  et  /. 

Les  coefficients  A,  B,  C  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois. 

Supposons  donc  que  A,  par  exemple,  ne  soit  pas  nul; 
une  première  condition  nécessaire  dans  le  cas  du  mini- 
mum est 

(i)  .  A>o. 

Mainten£<nt,  on  peut  écrire  d'^u  sous  la  forme 

A  (//H )   -f- G/^-f- 1/2+ 2IM//. 

si  Ton  pose,  pour  abréger, 

D^  E'  ED 

B =:G,      C =  1,      F =  M. 

A  '  A  '  A 
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Une  seconde  condition,  nécessaire  dans  le  cas  du  mi- 
nimum, est 

(2)  G>o. 

En  posant,  pour  abréger, 

W 
N=I--, 

la  différentielle  seconde  d^u  pourra  être  mise  sous  la 
forme 

et  l'on  doit  avoir 
.(3)  N>o. 

Les  conditions 

A>o,      G>o,      N>o, 

sont  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  f[x,  y,  z)  soit 
un  minimum. 

194.  Si  f{x,  J'i  ■^)  ^st  un  maximum,  il  faudra,  pour 
les  mêmes  raisons,  que  Ton  ait 

A//'  +  B/-^+.  ..+  3.F/7<o, 
ou  bien 

—  AA-  — B/2— .  .  ,  —  2F^/>o 

pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  /i.  A",  /.  On  aura  donc 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes' du  maximum,  en 
remplaçant,  dans  les  trois  conditions  trouvées  plus  haut, 
A  par  — A,  B  par  — B,...*  F  par  — F. 

195.  Si  les  quotients  différentiels  A,  B,  C,  D,  E,  F 
étaient  tous  nuls,  pour  les  valeurs  de  x,  y  et  z,  tirées  des 
équations 

du  du  du 

rf.r  dy  dz 

les  quotients  différentiels  du  troisième  ordre  devraient 

3o. 
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s'annuler  d'eux-mêmes,  et  la  différentielle  du  quatrième 
ordre  aurait  le  même  signe  pour  toutes  les  valeurs  tirées 
des  accroissements  ^,  /f,  /. 

196.  Maximums  et  minimums  des  fonctions  impli- 
cites DE  plusieurs  variables  indépendantes.  —  Soient 
les  équations 

[/(•^»  r>  z>  «'  "j  =  o> 

(l)  j    'f{x,    J,    3,      U,     V)  =  O, 

Deux  des  variables,  x  et  j,  sont  indépendantes  -^  z,  ii,  ^' 
sont  des  fonctions  de  a:  et  dej^.  Si  l'on  veut  rendre  maxi- 
mum ou  minimum  la  fonction  p,  la  différentielle  totale 
de  i^  doit  être  nulle. 

Si  l'on  différentie  les  équations  (i)  en  faisant  attention 
c[ue  dw  =  o,  il  viendra 

(r/f  ,        df  ,        df  ^        df  , 
-f  r/.r  H-  -f  ^j  +  /  Jz  +  -f  r/«  r=  o , 
dx  df  di  du 

(i<9   ,  dm   ,  da    ,         da    , 

^    '  dx  dj  dz  du 

I  d-L  ,         dh   ,         dh    ,         d^    , 

JLdx-\--^dy-h-Y-<h-V-^du  =  o. 

\   dx  dy  dz  du 

En  éliminant  dz  et  dii^  on  obtiendra  une  équation  de 

la  forme 

Vdx  +  (^dy=zo^ 

et  il  faudra  que  l'on  ait 

(3)  P  =  o,     Q  =  o. 

Les  équations  (i)  et  (3)  donneront  les  valeurs  cherchées 
de  X,  j^,  2,  11^  V. 

Pour  savoir  si  la  valeur  correspondante  de  la  fonction 
est  maximum  ou  minimum,  il  restera  à  examiner  si  la 
différentielle  totale  d^  v  garde  toujours  le  même  signe. 

197.  Comme  cas  particulier,  si  l'on  a  une  fonction 

"=  t'I-^j  J>  2,  «) 
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avec  les  relations 

'■f{^,I,  z,  «)  =  o, 

^};(X,  J,  Z,  U)=:0, 

cela  revient  à  changer,  dans  la  question  précédente, 
flx,  y,  z,  u,  v')  en  F  {x.  j,  z,  u) — ^',  et  à  supposer 
que  les  fonctions  ip  et  t|>  sont  indépendantes  de  p*. 
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théorie   des    tangentes. 

198.  Equations  de  la  takgente  et  de  la  normale. 
—  Sohf[x,j^)  =  0  Téquation  d'une  courbe  plane  AMM'; 
soient  x  et  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M 
de  cette  courbe.  En  désignant  par  X  et  Y  les  coordonnées 
courantes  d'un  point  quelconque  de  la  tangente,  l'équa- 
tion de  cette  droite  sera 


199.  L'équation  de  la  tangente  conserve  la  même  forme 
lorsque  les  axes  sont  obliques, 

200.  Si  les  axes  sont  rectangulaires,  l'équation  de  la 
normale  MN  sera 

dx 

Si  les  axes  sont  obliques  et  font  un  angle  Q, 

dx  4-  dy  cos  9 
•^  dy  -(-  dx  cos  Ô  ^  ' 
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201.  Longueur  des  lignes  nommées   sous-tangente, 
ETC.  —  Axes  rectangulaires. 

Sous-tangente  S;  =  PT  : 


S 

dy 

Sous- normale  PJN'  : 

Iiy.   II. 

1 

^"  -   dx  ' 

y 

y 

Longueur  MT  de  la  tangente  : 

/           djr- 

0       T      s            P       N 

MN 

Longueur  MN  de  la  normale  : 

4  /    .  ^^y' 

202.  Degré  de  l  équation  de  la  tangente,  —  Si 
réquaiion  de  la  courbe  est  algébrique  et  du  degré  w,  Té- 
quation  de  la  tangente  sera  du  (m  —  xj"""«  degré  relati- 
vement aux  coordonnées  du  point  de  contact. 

203.  Problèmes  sur  les  ta>gentes.  —  Mener  par  un 
.point  (a,  Z»)  une  tangente  ;  on  aura,  pour  déterminer  les 

coordonnées  inconnues  j:  et  j'  du  point  de  contact,  les 
équations 

(i)  /(■^,  j)  =  ", 

(2)  a^  -^b^='^x  +  '^ 

dx  dy        dx  ,dy 

L'équation  (2)  considérée  isolément  représente  un  lieu 
géométrique  qui  contient  tous  les  points  de  contact  et  (|ui 
est  du  degré  (m  —  i)  au  plus. 

204.  Trouver  une  tangente  parallèle  à  une  droite  dont 
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l'équation  est  Y  =  aX.  On  doit  avoir 
<b'  _ 

équatioa  qui,  jointe  à  /^(x,  j)  =  o,  déterminera  les 
coordonnées  du  point  de  contact. 

Si  f[x^j)  est  du  degré  m,  le  problème  admettra  au 
plus  m  (m  —  i)  solutions. 

205.  De  la  concavité  et  de  la  convexité  des  coubbes 

PLAKES.  —  Selon  que  j'   et,  -y^  sont  de  même  signe  ou 

de  signes  contraires,  la  courbe  est  convexe  ou  concave 
au  point  M  vers  l'axe  des  abscisses,  si  l'angle  des  par- 
lies  positives  des  axes  n'est  pas  plus  grand  qu'un  angle 
droit.  Dans  le  cas  où  cet  angle  est  obtus,  on  changera  le 
signe  de  l'une  des  coordonnées,  ce  qui  rendra  aigu  l'angle 
des  coordonnées  positives,  et  l'on  appliquera  la  même 
règle. 

206.  Il  peut  arriver  que  -— •  ait  le  même  signe  que  j 

un  peu  avant  que  x  devienne  égale  à  OP,  et  un  signe  con- 
traire après  que  x  a  dépassé 
cette  valeur,  ou  vice  versa. 
Alors  la  courbe,  convexe  ou 
concave  à  gauche  du  point 
M,  devient  concave  ou  con- 
vexe vers  l'axe  des  abscisses 
à  droite  de  ce  point.  On  dit 
.alorsrque  la  courbe  a  une  inflexion  au  point  M,  qui  est 
dit  un  point  d^ inflexion.  Ces  points  remarquables  s'ob- 
tiennent en  cherchant  les  valeurs  de  x  et  de  j^,  qui,  reii- 

danl  -; —  nulle  ou  infinie,  lui  font  en  môme  temps  chan- 

dx-  ^ 

ger  de  signe. 
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DIX-SEPTIEME  LEÇON. 

THÉORÈMES  SUR  LES  AIRES  ET  LES   ARCS  DES   COURBES  PLANES. 

207  à  209.   Différentielle  de  l'aire  d  une  courbe 
PLANE.  —  Soit  ÇAiMP  =  u  : 

du  =.ydx. 

Au  cas  des  axes  obliques,  en 
appelant  0  l'angle  des  axes, 

du^=  y  d.T  sinô. 

210.  Des  aires  considérées  comme  limites  d'une 
SOMME  DE  parallélogrammes.  —  Dans  le  cas  des  axes 
rectangulaires,    la   surface   ABDC   est   la   limite    d'une 

somme  de  rectangles  intérieurs, 
formés  en  menant  par  les  points 
C,  E,  F,...,  M,  M',  etc.,  pris 
sur  la  courbe,  des  parallèles  à 
Ox  dont  cbacune  soit  terminée 
à  l'ordonnée  du  point  suivant 
(Tun  de  ces  rectangles  serait,  par  exemple,  MIP'P), 
et  l'on  suppose  que  ces  points  se  rapprochent  indéfini- 
ment les  uns  des  autres,  en  même  temps  que  leur  nombre 
augmente  sans  limite. 

Si  l'on  mène,  par  chacun  des  points  considérés  sur  la 
courbe,  des  parallèles  à  Ox,  terminées  aux  ordonnées  des 
points  précédents,  on  formera  des  rectangles  extérieurs 
analogues  à  PKMT'. 

u  est  aussi  la  limite  de  la  somme  de  ces  rectangles. 


211.   Application. 


•ipx 


V^' 


212.     DlFFÉr.ENTIELLE    d'uN    ARC    DE    COURBE.    On    nc 
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peul  se  faire  une  idée  nette  et  précise  de  la  longueur 
d'une  courbe  qu'en  nommant  ainsi  la  limite  vers  laquelle 
lend  le  périmètre  d'une  ligne  brisée  inscrite  dans  cette 
courbe,  lorsque  ses  côtés  sont  de  plus  en  plus  petits,  et 
que  leur  nombre  croît  jusqu'à  l'infini.  Ce  périmètre  a 
réellement  ime  limite  déterminée  dans  tous  les  cas. 

213. 


arc  CM  =  ^,      ds  z=  sj dx'^ -\- dy'^ . 

214.  Limite  du  rapport  de  l'arc  a  sa  corde.  — 
Nouveaux  théorèmes  sur  les  arcs  considérés  comme 
LIMITES  DE  POLYGONES.  —  La  limite  du  mppoi'L  d'un 
arc  quelconque  à  sa  corde  est  V unité. 

215.  Si  cef.  .  .d  est  un  contour  pohgonal  d'un  même 

ï^'S-  '^  nombre  de  côtés  que  le  contour 

CEF.  ..D;  si,  à  mesure  que  les 
sommets  C,  E,  F, .  .  . ,  se  rap- 
prochent de  plus  en  plus,  les 
<ôlés  ce ^  ef,  etc.,  tendent  de 
plus  en  plus  à  devenir  égaux 
aux  côtés  correspondants  CE,  EF,  etc.,  en  même  temps 
que  le  nombre  de  ces  côtés  va  en  augmentant  jusqu'à 
l'infini,  le  contour  polygonal  cef.  .  .d  aura  même  limite 
que  le  contour  CEF...D,  c'est-à-dire  la  longueur  de 
l'arc  CD. 

216.  Si  l'on  mène  entre  les  deux  ordonnées  extrêmes 
CA,  DB  un  nombre  indéfini  de  parallèles  à  l'axe  des  y^ 
puis  que  l'on  inscrive  entre  ces  parallèles  d'autres  lignes 
droites,  tangentes  à  la  courbe,  la  somme  de  ces  dernières 
tend  vers  une  limite  qui  est  encore  la  longueur  de  la 
courbe  donnée,  même  quand  elles  ne  forment  pas  une 
ligne  brisée  continue. 


y 

y  Y  ^' 

D 

0 

A                         t 

x 
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DIX-HUITIEME  LEÇON. 

DES  COURBES  PLANES  RAPPORTÉES  A  DES  COORDONNÉES  POLAIRES. 

217,  218.  Déterm[]\atio]n  DELA  TANGENTE.  —  Soient O 
Fig.  25.  le  pôle,    OL  l'axe   polaire,   et 

M'MC  uue  courbe,  dont  l'équa- 
tion soit/'(/, 6)  =  o.  Pour  me- 
ner la  tangente  MT  à  cette 
courbe  par  le  point  M,  il  suffit 
de  connaître  l'angle  OMT  =  f;i. 


On  a     tangp.  = 


■Ir 


dt 


COSfA  = 


\ldr 


r'd^ 


1      sinp.  = 


rd^ 


\fdT 


r'dQ^ 


219.     LOKGLELR    DES    L1G>  ES    NOMMÉES   SOUS-TANGENTE, 
SOUS-NORMALE. 

r^de 


S,  =  OT  = 


dr 

dr 
S„=ON=-, 


220.  Différentielle  d'un  secteur.  —  Considérons 
[fig'  25)  un  secteur  POM,  compris  entre  deux  rayons 
vecteurs  OP  et  OM.  Soit  POM  =  m,  on  a 


du  =  -r'd9. 

2 


221,  La  différentielle  du  secteur  POM  est  aussi  égale 

222,  223.    Différentielle  d'un  arc  de  courbe. 


ds=  s/dr''-^-  r^d9\ 


rde 


dr 


SI n  u.  =  — —  >      ces u  =  — - • 
'  ds  ds 
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224-.  Applications.  —  i''  Ellipse  : 


I  H-  ^cosô 
I  -f-d?cos9 


s"  La  spirale  d'Archiniède, 

tangfi  =  Ô, 

S„  =r  a . 

3°  La  spirale  hyperbolique,  ainsi  nommée  parce  que 
son  équation 

est  analogue  à  celle  de  l'hyperbole  xy  =  m*. 

On  a  ensuite 

tangfA  =  —  9, 

S/  =  —  rt. 
4**  La  spirale  logarithmique, 

La  tangente  fait  un  angle  constant  avec  le  rayon 
vecteur  qui  passe  par  le  point  de  contact. 

L'extrémité  de  la  sous-tangente  décrit  une  spirale 
égale  à  la  première,  mais  située  différemment. 

L'extrémité  de  la  normale  décrit  aussi  une  spirale  égale 
à  la  première. 

22o,  226,  Des  coordonjnées  bipolaires.  —  Dans  ce; 
système  de  coordonnées,  on  détermine  la  position  d'un 
point  sur  un  plan,  par  ses  distances  /'  et  /''  à  deux  points 
fixes  A  et  B. 
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Soit  /"(/•,  r')  =o  l'équation  de  la  courbe  CM.  Soient 

Fig.  32. 

AMT  =  a ,      BMT  =  g. 

On  aura 

ces  a         dr 

CCS  6        dr' 

ce  qui  détermine  la  tangente. 


dy'        dy 

d'y' 

d\Y 

d"y'        d"  r 

dx        dx 

dx^ 

dx' 

'        dx"          dx"  ' 

DIX-NEUVIEME  LEÇON. 

théorie  du  contact  des  courbes  planes. 

227,  228.  Contact  de  divers  ordres  des  courbes 
PLANES.  —  Soient  deux  courbes  CMN,  C'M'N'  ayant  pour 

équations 

yz=f{x),      y'=,^{x), 

y  et  y  étant  des  fonctions  explicites  ou  implicites  de  x. 
Supposons  que 

on  dit  que  les  deux  courbes  MN'  et  MN  ont  un  contact 
de  V ordre  n. 

Par  un  point  commun  à  deux  courbes  qui  ont  un 
contact  de  V  ordre  n,  on  ne  peut  faire  passer  entre  ces 
deux  courbes  aucune  autre  courbe  ayant ^  ai^ec  l'une  des 
deux  proposées^  un  contact  d'un  ordre  inférieur  au  n'^"" . 

229,  230.  L'ordre  du  contact  est  indépendant  du 
CHOIX  DES  AXES,  pourvii  quc  l'axe  des  ordonnées  ne  soit 
pas  parallèle  à  la  tangente  commune  aux  deux  courbes. 

231 .  Caractères  géométriques  d'un  contact  d'ordre 
PAIR  OL  d'ordre  impair.  —  Quufid  deux  courbes  ont 
entre  elles  un  contact  d'ordre  impair,  rune  des   deux 
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embî'asse  r autre,  et  deux  courbes  se  traversent  mutuelle- 
ment au  point  de  contact,  quand  elles  ont  un  contact 
d^ ordre  pair. 

232,  233.  Des  courbes  osculatrices.  —  Soit 

(i)  <i>{x,  /,  a,  b,  c,  ...)  =  o 

une  équation  renfermant  n -\- i  constantes  arbitraires, 
a,  b,  c,.  . .,  et  qui,  suivant  les  valeurs  attribuées  à  ces 
constantes,  convient  à  une  infinité  de  courbes  différentes. 
On  peut  disposer  des  indéterminées  a,  h,  c,.  .  .  ,  de  ma- 
nière que  la  courbe  (i)  ait  un  contact  d'un  ordre  déter- 
miné, du  «'^""'  au  plus,  en  un  point  donné  d'une  courbe 
donnée  par  l'équation 

(2)  y=:f[x). 

Quand  on  détermine  les  constantes  a,  b,  c,  etc.,  de 
manière  à  obtenir  le  contact  de  l'ordre  le  plus  élevé  pos- 
sible, on  dit  que  parmi  toutes  les  courbes  de  même  espèce 
représentées  par  l'équation  (i)  celle  qui  répond  à  ces  va- 
leurs des  constantes  est  osculaln'ce  à  la  courbe  j  =J'(^x). 

23-4.  Du  CERCLE  oscuLATEUR.  —  Soit  cn  coordonnées 
rectangulaires 

l'équation  d'une  courbe  :  le  cercle  osculateur  aura  avec 
la  courbe  donnée  un  contact  du  second  ordre.  Soit 

l'équation  de  ce  cercle  :  on  aura  pour  déterminer  ^,  y;,  p 
les  trois  équations 

eix^  d.v' 
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On  tire  de  ces  équations  : 


d.r.' 


P  =  =t: 


d'y 
dx' 


235.  Il  faut  prendre  le  signe  H-  ou  le  signe  —  sui- 
vant  que  -y^  est  p>o  ou  <^o- 

Le  centre  du  cercle  osculateur  est  toujours  dans  la  con- 
cavité de  la  courbe. 

La  droite  qui  unit  le  point  de  contact  au  centre  du 
cercle  osculateur,  est  perpendiculaire  à  la  tangente  com- 
mune. 

Le  cercle  osculateur  traverse  la  courbe,  excepté  en 
certains  points  particuliers  où  le  contact  est  d'un  ordre 
supérieur  au  second. 

On  appelle  souvent  le  cercle  osculateur  cercle  de  cour- 
bure^ son  centre  et  sou  rayon  centre  et  j'ajon  de  cour- 
bure. 

236.  Dans  toute  section  conique^  le  rayon  de  cour- 
bure est  égal  au  cube  de  la  normale^  divisé  par  le  carré 
du  de  mi -paramètre. 


VINGTIEME  LEÇON. 

DÉVELOPPÉES  ET  ENVELOPPES  DE  COURBES  PLANES. 

237.  Développées  et  développantes.  —  Nous  avons 
vu  que  les  coordonnées  'i  et  y)  du  centre  de  courbure 
correspondent  au  point  M  de  la  courbe  CM. 

Les  centres  de  courbure  d'une  courbe  CM  forment  une 
nouvelle  courbe  FF'  que  l'on  appelle  la  développée  de 
la  courbe  CM,  et  celle-ci  est  appelée  la  développante  de 
FF'.  On  aura  l'équation  de  la  développée  en  éliminant  x 
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et  j 

entre  les 

équations 

(0 

X  — 

?+  (j 

dx 

(2) 

dj 
'^Tx 

2 

""  dx^ 

etl' 

équation 

(3) 

/(^, 

j)  =  o 

47.9 


o, 


de  la  courbe  donnée. 

238.  Propriétés  générales  de  la  développée.  — 
Les  normales  à  la  courbe  CM  touchent  la  développée 
aux  centres  de  courbure. 

239.  La  développée  d'une  courbe  est  le  lieu  des  in- 
tersections successives  des  normales  à  cette  courbe. 

240.  La  différence  entre  deux  rayons  de  courbure 
MK  et  Ml  Kl  est  égale  à  Parc  KjR  de  la  développée, 
compris  entre  les  deux  centres  de  courbure  correspon- 
dants. 

2-41.  Imaginons  un  fil  dont  une  partie  soit  enroulée 
sur  FK,  et  dont  l'autre  par- 
tie, tendue  suivant  la  tangente 
KjMj,  se  termine  en  Mi  sur  la 
courbe  CM.  Si  l'on  déroule  ce 
fil  en  le  tenant  toujours  tendu, 
son  extrémité  décrira  la  courbe 
i  CM. 

242.  Une  même  courbe  FK  a  une  infinité  de  déve- 
loppantes ;  pour  les  décrire  il  suffira  d'allonger  ou  de 
diminuer  le  fil  d'une  quantité  aibitraire.  Toutes  les  dé- 
veloppantes ont  les  mêmes  normales  et  les  mêmes  centres 
de  courbure,  et  interceptent  sur  leurs  normales  com- 
munes des  longueurs  constantes. 

243.  Si  une  courbe  est  algébrique,  sa  développée  seia 
reclifiable. 
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244.  Rayojn   de  coukbure  et  dévkloppée  de   la  pa- 
rabole, 

j'  =  ipx. 

Rayon  de  courbure  : 

'-~J^ 

Equation  de  la  développée  : 

245.  Rayon    de    courbure    et    développée   de   l'el- 
lipse, 

rt'j2_^  b''x'  =  a'^b-. 

Rayon  de  courbure  : 


-    A 
P  = -^^ 


Si  l'on  pose,  pour  abréger,  —  =  A  et  ^  =  B,  on  a,  pour 

a  b 

l'équation  de  la  développée, 


B 

246.  Rayojv  de  courbure  et  développée  de  l'hyper- 
bole. —  Rayon  de  courbure  : 

{b'x-^-^  ayï' 
P  = ^^^ 

Equation  de  la  développée  : 


h  ~\b'  ='■ 


en  posant  c'  =  «^ -f-  />^,  —  =  A  et  —  =  B. 
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247.  Enveloppe  d'une  coup.be  mobile.  —  Quand  luu; 
courbe  se  meut  sur  un  plan,  en  changeant  de  l'orme  sui- 
vant une  loi  déterminée,  elle  est  en  général  constamment 
tangente  à  une  courbe  fixe  qu'on  nomme  son  enveloppe . 
On  peut  supposer  que  la  courbe  mobile  est  représentée 
par  une  équation 

(i)  F(a7,j-,  c)  =  o, 

dans  laquelle  c  est  un  paramètre  que  Ton  fait  varier  d'une 
manière  continue. 

Si  entre  les  équations 

F(.r,j,  c)  ==  o,      -T- =  o 


1£ 


on  élimine  c,  on  aura  le  lieu  des  intersections  siiccessi^'es 
des  courbes  représentées  par  l'équation  (i)  ou  l'enveloppe 
cherchée. 


VINGT  ET  UNIEiME  LEÇON. 

ÉTUDE    PARTICULIÈRE    DE    LA    CYCLOÏDE. 

248.  Définition  et  équation  de  la  cycloïde.  —  La 
cycloïde  est  le  lieu  des  positions  d'un  point  M  donné  sur 
un  cercle  qui  roule  sans  glisser  sur  une  droite  indéfinie 


Équation  de  la  cycloïde 

Fig.  44. 


.r  =  (7  arc  ces 


a  —  y 


y2/7r  — y'- 


Le  signe  supérieur  con- 
vient à  l'arc  AC,  et  le 
signe  inférieur  à  l'arc 
CA'. 


249,  250.  Tangente  et  normale. 

dy        sj-inj—y- 


dx 


I.    i''  l' dit  ion. 


3i 
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MH  est  la  normale  au  point  M,  et  MG,  perpendiculaire 
à  MH,  est  la  tangente  en  ce  point. 

Supposons  le  cercle  CmD  décrit  sur  l'ordonnée  maxi- 
mum comme  diamètre 5  menons  Mm  parallèle  à  Ax  : 
une  parallèle  à  Cm,  menée  par  le  point  M,  sera  la  tan- 
gente cherchée. 

251.  Rayon  et  centre  du  cercle  osculateur.  —  Le 
rayon  de  courbure  est  double  de  MH  ;  on  aura  le  centre 
de  courbure  on  prenant  sur  la  direction  de  MH  un  point  N 
tel  que  MN  =  2MH. 

252,  253.  Développée  de  la  cycloïde.  —  La  déve- 
loppée de  la  cycloïde  est  engendrée  par  le  mouvement 
d'un  point  N  placé  sur  la  circonférence  d'un  cercle  égal  au 
cercle  OM,  mais  qui  roulerait  sur  une  parallèle  LE  à  Ax, 
au-dessous  de  cette  droite,  et  à  une  dislance  de  celle-ci 
égale  au  diamètre  du  cercle  mobile.  Cette  développée  est 
donc  une  cycloïde  égale  à  la  première. 

254,  255.  Longueur  d'un  arc  de  cycloïde. 


arc  CM  =:  2MG  =  2  \/4«'  —  2  a/. 

256.   Varc  entier  de  la  cycloïde  est  égal  à  quatre 
fois  le  diamètre  du  cercle  générateur. 
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courbure    des    courbes    planes. 

257.    Expression    du    rayon   de  courbure  quand    la 
variable  indépendante    est   quelconque. 

dxd^y  —  dyd"^  X 
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238.  Expression  du  rayok  de  courbure  em  coordon- 
nées   POLAIRES. 

dr'\' 

H 


p 

r' 

dr'           d^-r 

'-I-  2 r 

^     d^'            r/9' 

259. 

Soit 

I 
u 

on  aura 

r,  — 

[            dn=\' 

d'à 
■^dï^ 

260.  Exemples,    i"  Courbes  du  second  desré 


P 


I  -h  c  c-os  9 


(i-h  2  6'COs9-t-e2)* 
°  ~  ^''        (i  +  c  cos9)3 


2°  Spirale  logarithmique,  r  =  «e 


«(6 


L'extrémité  de  la  sous-normale  est  le  centre  de  courbure. 
La  développée  est  une  spirale  logarithinique  égale  à 
la  première,  mais  différemment  placée. 

261.  De  la  courbure  des  courbes  planes.  —  La  cour- 
bure d'une  circonférence,  la  même  en  tous  ses  points,  a 

I 
pour  mesure  -• 
R 

La  courbure  d'un  cercle  est  égale  à   l'angle  de  deux 

tangentes  divisé  par  l'arc  compris   entre   les  points  de 

contact. 

262.  On  appelle  angle  de  contingence  l'angle  formé 
par  les  tangentes  menées  aux  extrémités  d'un  arc  infini- 

3i. 
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iiienl  pelit.  La  couibuio  d'une  courbe  esl  égale  à  l'angle 
de  contingence  divisé  par  la  diftérenlielle  de  l'arc. 

263  à  26o.  Identité  du  cercle  de  courbure  et  du 
CEKCLE  OSCULATEUR.  —  Le  ccrcle  de  courbure  esl  le  même 
que  le  cercle  osculateur,  déterminé  par  la  théorie  des 
contacts. 

266,  267.  Expression  du  rayojn  de  courbure  ek 
coordonnées  polaires. 

s 

dr^y 


<lr'           il', 
/•'  -f-  9. r 
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DES  COURBES  A  DOUBLE  COURBURE. 

268.  Equations  -de  la  tan&ente.  —  On  appelle 
courbes  à  double  courbure  celles  dont  tous  les  points  ne 
sont  pas  dans  un  même  plan. 

269.  Equations  de  la  tangente  menée  à  une  courbe  par 
un  point  M  : 

{n)  y-.r=g(X-,r),       Z-z=J^{X-,r), 

270.  Si  f[x\y\  s)  =3  o,  o  (x.  )  ,  z)  =  o  sont  les  équa- 
tions de  la  courbe,  la  tangente  a  encore  pour  équations 


[h) 

(  -^    X  -  .r    +  -^  (Y  —y)  +—   Z  -  .    =  p. 
de  dr  dz 
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271.     AjSGLES   de   la   TAWGEISTE   AVEC   LES  AXES.   Sup- 

posons  maintenant  que  les  axes  soient  rectangulaires,  et 

noninious  a,  S  et  y  les  angles  formés  par  la  tangente  avec 

les  trois  axes  coordonnés  Ox,  Oj  et  Oz. 

Si   l'arc  infiniment  petit  MM' est  désigné  par  cls  ^  oo 

aura 

dx  dy  dz 

[d)  cosa^— ->      cosS  = -|-»      0057:=—- • 

^  ds  ds  ds 

'-ll'^,  273.  Plan  kormal. 

(c)         (X—  x)dx-h  (Y  — j)<r-|-  {Z  —  z)dz  =  o. 

274,    27S.     DlFFÉIlEIVTlELLE    DE    LARC    d'uIVE    COLRBE    A 
DOUBLE  COLRBURE. 


ds  =:  y^r-  +  d  y''  -\-  dz'-. 

276.  Limite   du    rapport    d'uk  arc    a    sa    corue.  — 
La  limite  du  rapport  d\in  arc  à  sa  corde  est  fiaiité. 
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DES   SURFACES  COURBES  ET  DES  LIGNES   A  DOUBLE   COURBURE. 

277.   Equation  du  plan  tangent.  —  Soit  une  surface 
représentée  par  récjuation 

(1)  f[^,  f,  ~j  =0. 

Plan  tangent  de  la  surface  au  point  M  ; 


(<• 


278.  Équations  de  la  normale. 

X  —  x       Y  —  j        Z  —  z 


271). 


£        '£ 

dx               dy 

"     df 
dz 

dz                  dz 
'd'x~  ^''      7/v 

^q. 

4^6  TABLE    ANALYTIQUE 

Equation  du  plan  langent  : 

Equations  de  la  normale  : 

j  X  —  X  -hp  [Z  —  z)  =  o, 
\  Y  — .7-  +  7{Z  — z)  =  o. 

280.   a,  f3,  y,  angles  que  la  normale  fait  avec  les  axes  : 

P  r  ^/  ï 

ços  a  = -  !.      cos  p  = ====.  •)      cos  7  = 


281.  Degré   de   l'équation    du    plan   tangent,    par 

RAPPORT  Aux  coordonnées  DU  POINT  DE  CONTACT.  L'é- 

quation  du  plan  tangent  est  du  degré  m  —  i  par  rapport 
aux  coordonnées  du  point  de  contact. 

282.  Problèmes  relatifs  au  plan  tangent.  —  Mener 
par  lin  point  (a,  b,  c)  un  plan  langent  à  une  surface. 

(i)  fi^,  y,  z)  =  o, 

,    ,  f(f        ,  '//■  d/ 

a.c  dy  (Iz 

Problème  indéterminé.  Les  droites  qui  joignent  le  point 
(rt,  h^  c)  aux  différents  points  de  contact  forment  un  cône 
circonscrit  à  la  surface,  dont  on  obtiendra  l'équation  en 
éliminant  X,  j^,  z  entre  les  équations  (i),  (2)  et  les  sui- 
vantes : 

X— rt        \ —b       Z— c 


(3 


y-b      z- 


Si  la  surface  proposée  est  du  deuxième  degré,  la  courbe 
de  contact  sera  plane. 

283.  Mener  un  plan  tangent  à  une  suif  ace  et  paral- 
lèle à  une  droite  donnée. 

X=aZ,      Y  =  bZ, 

équations  de  la  droite  donnée. 
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(4) 


dx 


dy  dz 


représente  une  surface  qui  passe  par  tous  les  points  de 
contact,  et  avec  l'équation  (i)  constitue  la  courbe  de 
contact  du  cylindre  circonscrit  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à  la  droite  donnée. 

Si  l'équation  (i)  est  algébrique  et  du  m'^'""  degré ,  l'é- 
quation (4)  sera  du  {m  —  ij'^""^  degré.  Donc  la  courbe  de 
contact  d'un  cylindre  circonscrit  à  une  surface  du  second 
degré  est  plane. 

On  aura  Féquation  du  cylindre  circonscrit  en  élimi- 
nant .r,  j-,  z  entre  les  équations  (i),  (4)  elles  suivantes  : 

X  — j:  =  a(Z  — z),     ^—y  =  b{Z  —  z). 

284,  Plan  osculateur.  —  La  tangente  MT  à  la  courbe 
au  point  M  et  le  point  M'  dé- 
terminent un  plan.  On  appelle 
plan  oscillateur  la  limite  du 
plan  MTM',  quand  le  point  M' 
vient  se  confondre  avec  le  point 
M. 

285.  Equation  du  plan  oscu- 

[dydH  —  dzd'y)  (X  —  .r) 
(dzd^x —  dxd'z){Y —  y) 
[dxd'y  —  dyd^x)  (Z  —  z)  =  0. 

286,  287.  Angles  du  plan  osculateur  avec  les  plans 
coordonnés. 


(«) 


D 


li 

COSp=-. 


C 

d' 


{dyd'z  —  dzil'yy  +  [dzd'^.r  —  dxd'z^ 
{dxdy — dyd^xy. 


D  =  ds\/(d''.rY  4-  [d'^yY  +  {d' 


[d-'sf, 


488  TABLE    AJNALVTIQUE 

D  =  s][dsd\T  —  dxd'sf  -\-[ds(Py — dyd' sf -{- [dsd^ z  —  dzd-s)-, 


ds  /  \  ds 

288,    Normale   prikcipale,   —   On    appelle    normale 
principale  celle  qui  est  située  dans  le  plan  osculateur. 
Equations  de  la  normale  principale  : 

X  —  X       Y  —  r       Z  —  r 


dx  dy  dz 

d  -—  d  —  d  — 

ds  ds  ds 
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COURBURE    DES    LIGNES    DANS    l'eSPACE.  HÉLICE. 

289.  Courbure  des  lignes  dans  l'espace.  —  On  nomme 
angle  de  contingence  l'angle  w  que  font  les  tangentes 
menées  aux  extrémités  d'un  arc  MM'  qui  devient  infini- 
ment petit,  et  courbure  au  point  M  la  limite  vers  la- 
quelle tend  le  rapport  — >  quand  A5  diminue  indéfini- 
ment. L'inverse  de  la  courbure,  ou  — ■>  est  dit  le  rayon 

w 

de  courbure  au  point  M. 
290. 


29J 


ds- 


V'  [d'xf  +  {d-rY  +  [dHY  —  {d-'s) 
ds^ 


P  — 


\l[dfd''z  —  dzd^'x)--Jr-  [dzd-x—dxd'zY+  [dxd'y  —  dyd\vY 
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Syii.   Équation  de  la  normale  principale  MN  : 

dx                                  .  dy  ,  dz 

a—                          d^  d - 

as                                  (ts  ds 

ia)  X  — .r  — Rp— — ,  Y— j  =  Rp— — ,  Z  — z  =  Ro-— -• 

^   '                        ^    ds                  -^            '     ds  '     ds 

î293.   Cercle  osculateuu.  —  Si,  par  le  milieu  de  la 
1,'ig  5g  corde  MM',   on  mène  un  plan 

perpendiculaire  à  cette  corde  et 
j^j^i^:=^— -J-  qui  coupe  la  normale  principale 

//\\  MN  au  point  G,  si  le  point  M' 

ï^  \G  se    rapproche  du  poiut   M,    le 

\      ^        cercle  deviendra  à  la  limite  ce 
V  qulon  nomme  le  cercle  oscilla- 

teur a  la  courbe  au  point  M. 

Le  rayon  du  cercle  osculateur  au  point  M  est  égal 
au  rayon  de  courbure  en  ce  point.  Le  point  K  est  le 
centre  de  courbure  ou  le  centre  du  cercle  osculateur. 

294.  L'intersection  de  la  normale  principale  MIN  avec 
le  plan  normal  à  la  courbe  passant  par  le  point  M'  est 
encore,  à  la  limite,  le  point  K  ou  le  centre  de  courbure. 

295.  Le  centre  de  courbuie  au  point  M  est  l'intersec- 
tion du  plan  osculateur  en  M  avec  deux  plans  normaux, 
l'un  mené  par  le  point  M  et  l'autre  par  un  point  inlini- 
ment  voisin. 

Coordonnées  ç,  r?  et  ^  du  centre  de  courbure  K  : 

d'^  d'il  /i! 

ds  ds  ds 

ç  =  .r  -+-  p-— — ,        y;  =:  j  -4- p- — —  ,        -(^  ^^  z  -^  u' —— ■ 
ds  ds  '      ds 

206.  Angle  de  toiision,  —  Rayon  de  seconde  cour- 
bure. —  Angle  de  deux  plans  osculateurs  inlinimenl 
voisins  : 


o  =  v/(<-/cos)  )'-|-  (r/cosfxy^  -f-  (c/cosvj2. 
Angles  avec    les   axes   de  la   peipeiidiculaire  au   plan 


490 
oscillateur 
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dyd-z  —  clzfPj 


COSfZ: 


D 

dzd-x  —  dxd  '  z 

Î3 ' 

dr.d'^Y  —  drd'^.T 

cosv  = 

D 

297.  J^'anglc  infiniment  petit  cp,  formé  par  deux  plans 
osculateurs  successifs,  se  nomme  angle  de  torsion,  et 
Ton  appelle  seconde  courbure  ou  torsion  le  rapport  de 

(j»  à  ds. 

On  appelle  r  =  —  le  rayon  de  la  deuxième  courbure 
ou  rayon  de  torsion. 

298.  Défimtion  et  équations  de  l'hélice.  —  Lors- 

Fis-  Go.  qu'on  enroule  le  plan  d'un 

angle  cab  =  a  sur  un  cy- 
lindie  droit  OABL,  à  base 
circulaire,  de  manière  que 
le  côté  ab  vienne  s'appli- 
quer exactement  sur  la  cir- 
conférence AB ,  la  courbe 
suivant  laquelle  s'enroule 
le  côté  ac  se  nomme  une 
hélice . 

299.  Nommons  ni  la  tangente  de  l'angle  a,  u  l'angle 
AOP  et  R  le  rayon  du  cylindre.  Nous  aurons 

(a)  .r=Rcos«,     jK  =  Rsin«,      z  =  niKu. 

Equations  de  l'hélice  : 

z 


j:  =  R  COS- 


wR 


y  =  Rsin — -■ 
•^  wR 


300.  Tangente  a  l  hélice. 
d.r  z=: — RsinKf///,      f//  =  Rcosrt<^«,      dz 
ds  :=  R  y  I  +  iirdii; 


r?iKdu, 
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on  a  donc 

dx         —  sin  H  dy  ces  u  dz  m 


ds        i/i  _!_/>» 2        ds        ./Tli- /h2         ds 


y/'i+w'        ''^■^        s/i-\-/n-         f'^        V^iH-w^ 

La  tangente  M.T  Jait  avec  le  plan  de  la  base  du  cj- 
lindre  un  angle  égal  à  l 'angle  a. 

La  projection  de  la  tangente  à  l'hélice  sur  le  plan  xy 
est  tangente  au  point  P  à  la  base  du  cylindre. 

301 .  Rayon  et  centre  de  courbure.  —  Rayon  de 
courbure  : 

Le  rayon  de  courbure  a  la  même  valeur  pour  tous 
les  points  de  V hélice. 

302.  Le  rayon  de  courbure  est  dirigé  suivant  le  rayon 
du  cylindre.  Si  l'on  prend  NK  =  //i^R,  K  sera  le  centre 
de  courbure  de  Thélice  pour  le  point  M. 

303.  La  droite  MN,  lorsque  le  point  M  se  meut  sur 
l'hélice,  décrit  une  surface  conoïde  appelée  hélicoïde 
gauche.  Equation  de  cette  suiface  : 

z 
Y  zzz  X  tanj' — --  • 

Le  lieu  des  centres  de  courbure  de  l'hélice  est  une 
autre  hélice  du  même  pas ,  mais  située  en  sens  inverse. 

304.  305.  Plan  osculateur.  —  Akgle  et  rayon  de 

TORSION. 

wsin«  (X  —  x)  —  /Il  ces  u  (Y  — j)  +  Z  —  c  =o, 

y  /;/  I 

ds        I  -h  /«  '     R 

La  seconde  courbure  est  constante. 


4^"?.  TABLE    ANALYTIQUE 

VINGT-SIXIÈME  LEÇON. 

points  singuliers  des  courbes  planes. 

306.  Définition  des  points  singuliers  bes  courbes 
PLANES.  —  Points  d'inflexion.  —  Points  singuliers, 
points  qui  offrent  quelque  particularité  remarquable,  in- 
dopendante de  la  position  de  la  courbe  par  rapport  aux 
axes. 

307.  Sinusoïde 

j-  =  sin^. 

Les  points  où  la  courbe  rencontre  l'axe  des  x  sont  des 
points  d'inflexion. 

308. 

X  =  taiigx. 

Tous  les  points  où  la  courbe  renconlre  l'axe  des  jr;  sont 
des  points  d'inflexion. 

309.  Points  mi  ltiples.  —  On  appelle  point  multiple 
un  point  qui  est  traversé  par  plusieurs  branches  cruiie 
même  courbe. 

V_ 

y  =,f[x)±{x  —  et)  {x  —  b'f, 

-  étant  une  fraction  irréductible,  dont  le  dénominateur 

q  csl  pair. 

Si  l'on  suppose  a'^b,  le  point  qui  a  pour  coordon- 
nées :r  =  rt,  y  =  cp  [a)  est  un  point  double 

310,  314.   Equation  de  la  courbe  : 

/(•-,  j)  =  o. 

Pour  avoir  les  points  multi^jlcs,  il  laudra  commencer 
par  cliorchei'  les  points  dont  les  coordonnées  vérilicnt  les 
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équations 


df  df 

(Ix  (ly 

ou  aura 

df  d'f  dy        d^-f  (dyy 

d.v-  dcdy  dx        dy^   \d-^ ) 

■  1  .  ffi    -  d'-f      d'f         d'f 

et  SI  les  trois  coemcients  -— -?  - — ~  et  -~-  ne  sont  iias  tous 
dx^    dxdy       dy''  ^ 

nuls,  et  que  réqualiou  donne  deux  valeurs  réelles  et  dis- 

fly 

linctes  de  -j-i  le  point  considéré  est  un  point  double. 

Mais  si  trois  branches  de  la  courbe  se  rencontraient 
en  ce  point,  il  faudrait  que  Ton  eût  en  même  temps 

dr-  d  r  (ly  dy- 

312.  Points  de  rebroussement.  —  On  appelle  point 
de  vebroiissement  un  point  où  deu^x  branches  de  courbe 
viennent  s'arrêter,  et  où  elles  ont  une  tangente  com- 
mune. 

Le  rebroussement  est  dit  de  première  ou  de  seconde 
espèce,  suivant  que  les  deux  branches  sont  de  deux  côtés 
différents  ou  du  même  côté  de  la  tangente  qui  leur  est 
commune. 

313,  31-^.  Si  le  rebroussement  est  de  première  espèce, 

d^  y  .  .    , 

- —  a  des  signes  différents  sur  les  deux  branches;  si  le 

(Ix^- 

point  de  rebroussement  est  de  seconde  espèce,  — -^   a  le 

^  dx' 

même  signe  sur  les  deux  branches. 

315.  PoiJMTs  ISOLÉS.  —  On  appelle  point  isolé  ou  coîi- 
jugué  un  point  dont  les  coordonnées  satisfont  à  Téqua- 
tion  d'une  courbe,  sans  qu'aucune  branche  de  cette  courbe 
passe  par  ce  point. 


j)-  =  zt  (r  —  «7)  \jx  —  h, 
r,e  point  (.r  =  a,  y  =  o)  est  un  point  isolé. 
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316.  Points  d'abrêt.  —  On  appelle  point  d'arrêt  un 
point  où  une  branche  unique  d'une  courbe  vient  brusque- 
ment s'arrêter. 

317.  Soit  la  courbe  j  =i  ■ — — •  L'origine  est  un  point 
d'arrêt. 

318.  Point  saillant  ou  anguleux.  —  Un  point,  où 
viennent  se  terminer  deux  branches  de  courbe  qui  ont 
chacune  en  ce  point  une  tangente  distincte,  est  dit  un 
point  anguleux:  ou  point  saillant.  La  courbe 


y  = 


a  un  point  saillant  à  l'origine. 
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règles  pour  l'intégration  des  fonctions. 

320.  Définitions  et  notations.  —  Etant  donnée  une 
fonction  d'une  seule  variable,  on  peut  toujours  la  consi- 
dérer comme  la  dérivée  d'une  autre  fonction. 

321.  On  appelle  intégrale  de  f[x)dx  et  l'on  repré- 
sente par  fJ^-Tc)  dx  une  fonction  dont  la  différentielle  est 

fix)dx.  L'opération  par  laquelle  on  passe  de  la  diffé- 
rentielle d'une  fonction  à  cette  fontion  se  nomme  inté- 
gration. 

On  a,  par  la  définition  même, 

dff[.r.)(l.T  z=/(^jr)  dx ,      filv^'yv)  =z  ^  [x). 

322.  L'intégrale  générale  de /(.r)  Jx  est 

C  étant  une  constante  arbitraire  et  o[x)  une  fonction 
qui  a  pour  dérivée  f{x). 
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323.   Ijvtégration    u'uaE  différentielle    multipliée 

PAR    UN     FACTEUR    COSSTANT. 


af{.z)c/.r  =  a    / /(.rW/x. 


324.   Intégration   immédiate  de  quelques  fonctions 
simples. 


J  "-hi 

I  n'dx  =z 1-  C, 

J  ifi 

Cdx 

J-  =  ,..-.c, 

I   (io%xdx  =  sin.r  -t-  C, 
1  smxdx  =  —  cos.r  +  C, 

r  dx 

I    — r-  =  tanL'jr  -i-  C, 

J'*   dx 
=  —  cet  r  -f-  C. 
sin'.r 

r    dx 

I  — =1=  =  arc  sirij:  +  C, 

/; 


/.r 

=7  —  arc  cosx  +  C. 


v/  — 

dx 


Jrix 
=  arc  tangx  -f-  C. 
i  -\-x' 


325.  Dans  ces  formules,  x  peut  être  la  variable  indé- 
pendante ou  une  fonction  quelconque  de  la  variable  indé- 
pendanle. 

326.  La  formule 


I' 


"dx  — 
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tlevient  illusoire  quand  on  y  fait  «  =  —  i .  Cependant  un 
artifice  de  calcul  permet  de  déduire  de  la  formnie  la  va- 

leni-  de    /  — • 


f 


.T"  (Ix    -TT.    -f-    0. 

n  ->i~  I 


Si  l'on  fait  7i=.  —  i  dans  le  quotient  des  dérivées  des 
deux  termes  par  rapport  à  //,  on  a 

'd.r 


!'■ 


Ij^  +  C, 


327.  Intégration  d'une  somme.  —  L'intégrale  d\ifie 
somme  de  fonctions  est  la  somme  des  intégrales  des 
fonctions  qui  la  composent . 

328    Introration   par  parties. 


Celle    lorinule   ramène   la  recherche   d'une  intégrale 


I  u  (}(>  =  uv  —     le 

ramène   la  reche 
i  udv  à  celle  d'une  autre  intégrale  /  \^du. 

329.   Intégration  par  substitution. 

j'f{.T)d.'r=jf[o{t)]^'{t)dt, 
C  dx  l  ^2 

I = —  arc  tani:; =-= — h  C. 

V'-4  \/"-4 

Autre  forme.  Nommons  a-}-5v — i    ^^  *  —  S  V^ — i  h's 
racines  imaginaires  de  l'équation 


/. 


.r-  -\-  p.T  +  (jf  =  o . 

dx                   i                    .r  —  a 
■ —  =  -  arc  tang  — h  C. 

-  px  H-  f/        o  fi 
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VINGT-HUITIÈME  LEÇON. 

intégration  des  fractions  rationnelles. 

330.  Intégration    des    fractions    rationnelles.  — 
Soit  proposé  d'intégrer  la  fraction 

F(.r)   ei  f[x)  étant  des  fonctions  algébriques  entières 
de  X. 

f[x)        ^'^/{x)' 

La  question  est  ramenée  à  intégrer  la  fraction  rationnelle 
^'     ■>où  9(x)  est  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  y  (jr). 

331.  Cas  des  racines  simples.  —  Soit  m  le  degré  de 
l'équation 

/(-)=o, 

dont  nous  désignerons  les  m  racines  par  rt,  ^,  c,...,  h. 
On  a  identiquement 

^(^)  A        ,        B  K 

-r  •  •  •  -f- 


f[x)        X  —  a        X  —  h  X  —  X- 

en  donnant  aux  constantes  les  valeurs  finies  et  détermi- 
nées 

333. 


I  .     i^  t'dition  .  32 


''^{x)dx  _  ^j^^  _  ^)  _^  Bl(.r  -b)  +  .. 
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Si  X  —  a  était  négative,  il  faudrait  changer  AI(j:  —  a)  en 
Al(a  —  x). 

334.  Cas  paiiticulier  des  racines  simples  imagi- 
naires. —  Considérons  deux  racines  imaginaires  conju- 
guées, 

«  =  «-|-Sv' —  !>      b  =:  y.  —  6  V'' —  I  ; 


on  aura 

A 


çp(aH-gv/-i)  _  p    ,    p    / : 

=  — ,  =  Cj  H-  H  \  —  I, 

/'(a-t-6v'-i) 


yfg  — gy— i)  — -. 

D  — — =r^    =  (j  —  H  \  I  , 

/'(a-êv/-i) 

J   \.r—a         X  —  b)    "^ 
=  Gl[(.r  —  rj.y  +  ^^]  _  2  H  arc  tang  [  ^-^^' )  +  <^- 

335. 

I  r/.r 

J   (.r  — aV+g= 

M  , .,  ,         „  -,        M  a  4-  N  .>:  —  a 

336  à  338.   Cas  des  racines  multiples. 

/(.r)  =:  M{x — aY  {X  —  b)P{x  —  c)1...[x — k)=i[x — fl)"/|(.r). 

Soient  A,  A],  Aa,  A3,...,  A„_i,  n  coefficients  assujeilis 
à  vérifier  l'identité 

f{x)         (.r— a,"         (,r— «)«-'        "■'        x  — «    '   /,  (-r) 

tj^  (a:)  étant  un  polynôme  rationnel  et  entier  par  rapport 
à  X.  Si  l'on  multiplie  cette  équation  par  f{x)  et  que 
l'on   développe  '^^[x)   suivant  les  puissances  de  x  —  a, 


+ 
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on   aura 

's>(a  ]  —  A 

I  .2.../Î 

L    1.2  1,2. ..(«+2)  I.2...(rt  +  l|  I.2.../?J 


Li.2...«  I.2...2rt  '  I  .  2..  .(2rt  H- l)  J 


■r  —  ff 


+ 

=  {x  —  aY/{x). 

En  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  oc  —  a,  on  aura 
//  équations  du  premier  degré,  qui  donneront  pour  A, 
Al,  Aa,..-:,  An_i  un  système  unique  de  valeurs  finies  et 
déterminées.  On  finira  par  obtenir  le  développement 

?(^)  _  A        _^  A,  _^    ^  A„_, 

/(  .r  )        (  ^  —  a  )"        {x  —  a  )"""'  .x —  a 

B  Bi  Bp_i 

4- ^^ +  ^ ^...+  _^î=l. 

^(jC  —   C)7  (x  —   C)9-'  JT   —  C 


K 

.r  —  «• 

expression   qui,    multipliée  par  dx ,   sera    très-facile  à 
intégrer. 

La  décomposition  précédente  ne  peut  se  faire  que  d'une 
seule  manière. 


339.  Cas  particulier  des  racijves  imaginaires  mul- 
tiples. —  Soient  a  d=  ê  v  —  i  deux  racines  conjuguées  de 
l'équation  f{x)  =  o,  et  n  leur  degré  de   multiplicité. 

32. 


5oO  TABLE    ANALYTIQUE 

Posons 

f{x) A.r  +  B  Ai-r  +  B, 


As.r  H- Bj  A„_,.r -<- B„_,        ^{x) 

On  doit  avoir  l'ideniité 

<y(^)  -  (Aor  4- B)/,  (.r)  —  (  A,  j:  +  B.)  [(.r- a)^ -h  6']/,  (.X-) 

—  (  A,^  -4-  B,  )  [(x  -  a)=  +  g^p/.  (x) 

—  (  A„_,^  +  B„_,  )[{x-aY-+-  8-^J"-'/;  (.r) 
i=[(.r  —  a)^  +  g=]"r{^(:c). 

Les  constantes  A,  B,  Aj,  Bj,  etc.,  doivent  être  choi- 
sies de  manière  que,  pour  x=  oi-\-  ë\ — i,  le  premier 
membre  devienne  nul,  ainsi  que  ses  « — i  premières 
dérivées, 

340.  Le  cas  des  racines  imaginaires  multiples  con- 
duit à 

Si  l'on  pose 

(.r-a)^-h  g■■  =  ^ 

on  a,  à  une  constante  près,  lorsque  ?i  est  ^ij 

A  (  X  —  a  )  dx  A 


et,  lorsque  //  =  i , 

J    {.r—y.y+C.^  2      L^  ^   ^      J 
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Soit  X  —  a  =  oz,  d'où  dx  =  &dz\  on   a 

r    (Aa  +  B)c/^      _  Aa  +  B     /'       dz 
J   [(..r-ar  +  6^J''~      6^"-'      j(H-s-')"' 

qui  ramène  à 


341.   On  a 


/( 


/ 


La  recherche   de     /  , ^— —  est   ramenée  à   celle   de 

;  on  sera  finah.mient  conduit  à  la  recherche 

_5  \(1 — I    ' 


,   r  dz      .     ,  ,  , 

de   /  qui  est  eerale  a  arc  lanez. 

J     l+Z'     ^  ^ 

342.  On  peut  encore  poser 

t  =  arc  tangz  : 


il  en  résulte 


{i  +  ^r    .   J 


En  développant  cos'""^/  suivant  les  cosinus  des  mul- 
tiples de  t,  chaque  terme,  multiplié  par  dt,  s'intègre  très- 
facilement. 


VINGT-NEUVIEME  LEÇON. 

intégration  des  fonctions  irrationnelles. 

343.  Fonctions  qui  ne  contiennent  que  des  irra- 
tionnelles MONÔMES.  —  Une  fonction  qui  ne  contient 
que  des  monômes  irrationnels  est  toujours  intégrable. 
Supposons  que  l'on  veuille  obtenir 


'^)rU 


5o2  TABLE    ANALYTIQUE 

Si  l'on  l'ait  ,r  =  ?,  on  aura  la  fraction  rationnelle 

I  +  t^ 

344.  On  ramène  au  cas  précédent  tonte  fonction  qui 
ne  contient  que  des  radicaux  portant  sur  un  même  bi- 
nôme du  premier  degré. 

c!45.  Fonctions  qui  contiennent  un  radical  du 
SECOND  DEGRÉ.  —  Supposous  d'abord  que  le  terme  x^, 
sous  le  radical,  soit  px-écédé  du  signe  -\-.  On  pose 


S/« 


on  aura 


a  H-  b  c  -f-  .r-  = 


a  -^  bz  -\-  z" 


dx 


b  -+-  9.Z 

[a  -I-  Z>3  +  c=)  -idz 


^0  ■+■  'IZj- 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  fonction  donnée 
la  changera  eu  une  fonction  rationnelle  de  z. 

3  i6.   On  peut  encore,  quand  a  est  ^  o,  poser 


y  «  H-  b.c  -f-  j:-  =  \  n  -{-  .rz  ; 
(ÏO'A 

"izsja  —  b 
I  —  ::;■' 

^  \/a  —  bz  ■+-  \Jn 


\  a  -i~  bx  -t-  x^  = 


iix 


1  —  z' 
[z^  ^/a  —  bz  -\-  \ja)  i(lz 


3i-7.   Exemples. 


,  /    \  a   -T    bf  -f  . 


=  l  (  -  -\-  X  -\-  \  fi  -h  bx  -^  X'  )  4-  C. 
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Quand  b  =  o,  cette  formule  devient 

/     ,  =  I  (^  +  \/a  -hx')  -h  C. 

/{gx-{-  li)dx 
\ja-\-bx-^x'- 

:=gsja-irbx  +  x''-in{h  —  ^\  1  f-  +  ^+\/fl  +  ^-.r  +  x- j 4- C . 

348.   Intégration  de  f{x^   \a  -\-  bx  —  x~)rlx. 
Si  a  est  ^  o, 

y/«  H-  ô.r  —  .r'=  y  a  H-jcz, 

6  —  2.z\j'a 


sja  -{-  bx  —  .a?^  = 


1  +  3^ 

v/«  4-  ^s  —  z^  v'''' 


I  +  z^ 

2  (z-  y  «  —  èz  —  \la)  dz 

^-  (i  +  z^)= 

349.  Troisième  transformation  qui  permet  d'intégrer 

f  \x  ^  \l a  -\-  bx  ±  X')  dx , 

quand  les  deux  racines  du  trinôme  a  -\-hxzh  x^    sont 
réelles. 

Supposons  d'abord  que  le  terme  x'  sous  le  radical  ait 
le  signe  H-*,  soient  a  et  ê  les  racines  de  l'équation 

a  -I-  ^jr  +  ,r'  =  G. 
Posons 

sj a  -\-  bx -\-  x''  -=  {x  —  x)z, 
il  en  résulte 


^a-\-bx-\-x^  = 
dx  = 


I  —  z^ 

(g  — a)z 


I  —z' 
2(6  —  a  )  zdz 


(i-z')' 


5o4  TABLE    ANALYTIQUf: 

Quand  le  terme  x^  esr  précédé  du  signe  — ,  on  écrit 

n-h  bx  — .T-:=  [a:  —  a)  (6  —  x); 

par  suite, 

g -h  y.z' 


I   +  z' 


\'«  -h  bx  —  X- 
dx  = 


I   H-  2= 

1  [jL  —  Pj)zch 


(l-f-z^)' 

350. 

dx  b  —  2.r 


/; 


\Ja-\-bx  —  X-  y/4«  -H  é' 

351.  Les  méthodes  précédentes  permettent  d'intégrer 
une  fonction  rationnelle 


f[.T,  \jx-\-a  ,    v'.r-  -\-  b)  dx, 

qui  contient  des  radicaux  du  deuxième  degré  portant  sur 
deux  binômes  différents  du  premier  degré. 

352.  Intéguation  des  différentielles  bi>ômes.  — 
Cas  d'iwtégrabilité.  —  On  appelle  diflérenlielles  bi- 
nômes celles  qui  sont  de  la  forme 

a-"' (a  H-  bx")Pdx. 

On  ne  diminue  pas  la  généralité  de  cette  formule  en 
supposant  que  m  et  n  soient  des  nombres  entiers  et  w^o. 
Quant  à  /?,  on  doit  le  supposer  fractionnaire. 

353.  L'intégration  pourra  se  faire  si 

w  +  i 

^=  un  nombre  entier. 


354.    Autre  caractère  d'intégrabilité  : 

«/  +  I  u  .• 

-\-  p  ^=  un  nombre  entier. 
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35o.    Réductio:n    de   l'exposant    de    x    hors    de    la 

PARENTHÈSE. 


(A 


l         I  x""  [a -h  b.v")P dx 


"+'  (a-h  b.T''V 


f  =  -T. —^ T7^ T  /  3f"-"{a  4-  bx'')P  dx. 

Si  m  est  posilif  et  plus  grand  que  n,  en  désignant  par  in 
le  plus  grand  multiple  de  n  qui  soit  inférieur  à  m,  on  sera 
ramené,  après  un  nombre  i  de  réductions,  à  Tintégrale 

I x"'-'"{a  ■+-  b.r")Pdx. 

306.  Réduction  de  l'exposant  du   binôme. 

— '^^ \x"'{a^bx"\P-'dx. 

np  -\-  m  -\-\  iip  -\-  m  -\~  i  J 

Au  moyen  de  cette  formule,  on  ôlera  successivement 
de  p  toutes  les  unités  que  contient  cet  exposant. 

307.  L'emploi  des  formules  (A)  et  (B)  fera  dépendre 
l'intégrale  /  x'"  [a  -f-  bx"Y  dx,  quand  ni  et  p  sont  posi- 
tifs, de  l'intégrale  plus  simple 

I  af"-'"  ( a  -t-  bx")P-''  dx , 

m  étant  le  plus  grand  multiple  de  /^,  inférieur  à  ni,  et  Â 
la  partie  entière  de  p. 

308.  Formules   de   réduction   dans    le    cas   ou    les 

EXPOSANTS    m    ET    p    SONT     NÉGATIFS. 

/         r  ,  x-"'-*-'  in  -f-  bx")P-*-' 

l        I  .V"(a  -i-ùx")Pdx:= ^ ^ i — 

(C)  -'  [ni-i\a 

]         b(np-h  />  —  m  +  1}     r        ^   ,  ,      ■     , 

[  (m  —  i]a  J 


5o6  TABJLE    AJSALYTiQTJE 

Par  remploi  répété  de  cette  formule ,  l'intégrale  cher- 
chée pourra  être  ramenée  à  la  suivante  : 


f 


a;-">+{i+i)n  ^a  4-  bx")?  dx , 


dans  laquelle  in  représente  le  plus  grand  multiple  de  n 
contenu  dans  m. 

359. 

.r"'-*-'  {a  -F  bx")-P-^' 


[  I  x""  [a  ■+■  bx")-i' dx 


an  (  p  — •!  ) 

m  -h  n-\-i  —  pn    C 

r^-'—     /  x"'  («  +  bx"  )-P+'  dx. 

an{p—i)       J 

Si  p  est  ^  I,  en  continuant  la  réduction,  on  finira 
par  ramener  cet  exposant  à  être  compris  entre  o  et  i. 

360.  Une  différentielle  de  la  forme 

x9(^ax''  -h  bx')Pdx 

peut  se  mettre  sous  la  forme  x'''^'''' {a -h  bx'~''Y  dx ,  et 
devient  ainsi  une  différentielle  binôme. 

361 .  m  impair, 

^i  —  j:^  L    "«  {m  — 2}  m  i.3...m       J 

m  pair. 


/, 


x^dx 


s/i  —  ^' 

[X'"-'        int — i].7f-''                 1.3. 5... (m  — i)    1    I 
\-\ — h.-.-f j-^ __i^L/i_x' 
m           [m  —  1)  m                      2.4.0...  m         J 


1.3.5.  .  .(///  —  ()  •  ,    r 
7-7; arc  sina.'  -\-  C. 

2  .  4     o  .    .   .    /72 
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intégration  des  fonctions  transcendantes. 

362.  Fonctions    qui    se    ramènent    aux    fonctions 
ALGÉBKiQuEs.  —  Intégrales  qui  renferment  sous  le  signe 

1   une  fonction  algébrique  d'une  transcendante,  multi- 
pliée par  la  différentielle  de  cette  transcendante  : 

ff{e-)e-dx,         ('fia-)a-d.T,         //(Ix)^,---- 

363.  Intégrale  de  z"Pdx^  z  étant  une  fonction  trans- 
cendante de  X.  Posons 


JP(I.T  =  Q ,       jq-^dx  =  R,       /  R 


i/jc  ^S,  .  . 


A  )         1  z"  Pdr  =  Qz"  —  n  Rz"-'  -+-«(«_  i)  Se""'—. . 
364,   Exemples. 


Jx'" 
X'"-'    \.r)''dx  =  — 
m 


m' 

.3.2. I 


rn" 

n{/i  —  I  ; 


] 


H-C. 


+  C. 


[arc  sin.r)"<^x 

=  .r  [z"  —  /?(/?—  1  )  z"-'  +  «  ( «  —  I  )  (  »  —  2  )  (  «  —  3  )  :"  -'  —  .  . .  ] 
-f-  v'i  —  .r^  [.vz""'  —  n  (n  — i)  (/«  —  2  )z"-^-h  ■  .  .]. 

z"  coszdz 


f 


=  sinz[z"  —  n  [n  —  i  )  z"~---|-/'("  —  i)  [n  —  2)  («  —  3)z"~''  — .,.] 
H-  cosc[«z"~'  —  /i  {n  — I  )  {//  —  2  )z"~'-\-. .  .]. 


5o8  TABLE    ANALYTIQLi: 

C/{a:)cos.Tdx=z[f{x)-/"ix)-\-/^-{x)—...]s[nx 

365.  Exemple.  /  — ^■ 

J        2" 



,        rdr    ^     rdr 
Un  ramené    1  7; — -  a    /  - — 

366.  Intégration  de  quelques    fojvctioivs  exponen- 
tielles   ET    TRIGONOMÉTRIQUES. 

ef"=  cos  hxdx  = ^ h  C, 


/ 


'„     .     ,      .  e'"^(as\nb.r — bcosb-t:)        _ 

cf"^  sm  bxdx  =  — ; ■  +  C. 

a^  -h  b' 


367.  Pour  obtenir 

j  z"e°' cosbzdz      et        j  z"e°' smbzdz, 

il  suffit  de  remplacer,  dans  la  seconde  formule  du 
n"^  364,  m  par  a -j- b  \J — i,  et  d'égaler  séparément  les 
parties  réelles  et  les  parties  imaginaires  des  deux  mem- 
bres. 

368.  On  intègre 

/^(sina-,  cosji')  dx, 
f  désignant  une  fonction  rationnelle,  en  posant 

I 
tang-a:  =  z. 

Il  en  résulte 

/  (  sm  JT,  cos,r  )  d.r  =r  /     ,    . 

fonction  rationnelle  par  rapport  à  z. 


DES    MATIEHKS. 

369. 

Jsin  .r  cos  .r  dx=^  —  7  cos  -ix  -\-  Q. 
4 

/làUî'xclx  =  1 h  C. 

/ 


dx 

=i\\.diX\u.x  +  C. 


îiinx  cosx 


I  -^ =  l  tane  -  j^ -I- c. 

^/   sin  X  2 

I  dx  \J  i  -+-  cos  a-  =  —  2  y/2  cos  -  X  -\-  C. 

=■  cos  A  ,         ■--  -  ■      -  :zz:  Sin  X  . 


-^ ^ =  -^==  Itang  — ^—  4-  C. 


/. 


il. T. 


rtsin^+  icoso:  +  c 
Suivant  les  cas, 

arc  tang  ■  ^       »  » 


^c-  —  è-  —  a-  yc'^  —  ^-  —  a 

OU 


—==  1  ^ — — y  +  c. 

y/tt'  4-  6'  —  c2    (c  —  />)  tangl^  H-  a  -+-  ya^  +  ô-  —  c= 

370.   Intégration  des  produits  de  sinus  et  de  co- 
sinus. 

\ÛXi{^ax-irh)m\{a'x-\-h'')dx 
_  sin[(a  —  a')x  +h  —  h'\       sin[(a  +  «').r  +  Z»  +  ô'] 


2(rt  —  a')  2(a  -4-rt') 


^-c. 


En  général,  il  sera  toujours  possible  d'intégrer  un 
produit  d'autant  de  sinus  et  de  cosinus  que  l'on  voudra, 
lorsque  les  arcs  se  présenteront  sous  la  forme  ax-\-  h, 


:)IO  TABLE    AxNALYTIQUE 

puisqu  on  saura  toujours  transformer  ce  produit  en  une 
somme  de  sinus  ou  de  cosinus, 

371 .   Pour  déterminer 


/'""■""■'  "  h'^'"" 


quand  n  est  un  nombre  entier  positif,  on  développera 
sin"a:  et  cos"x  eu  fonction  des  sinus  ou  des  cosinus  des 
multiples  de  x.  Ainsi,  par  exemple,  comme 

sin^  j;=  —^  (sin5  x  —  5sin3^  -f-  losinar), 
on  a 


/ 


sin^x  dx  =r-— (  —  -  cos5  j:  +  „  cos3  j?  —  tocosx  )  -I-  C. 


372    Intégration  des  différentielles  de  la  forme 
sm"'x  cos"xdx. 


j  sin"' X  cos"  X  d.r 


sin'""*"' j:cos"~'.r         n — i      f*  . 

-\ I   b'.n'" X cos"~- X dx . 

m  -hri  J 


m  -\-  n 

Si  n  est  un  nombre  entier  positif,  on  sera  conduit  à 

r„„e  des  deux  intégralesjsi„".^x,  ou  Jsi„"xcosa.^.r, 

suivant  que  n  est  pair  ou  impair. 

373.  La  formule  (B)  devient  illusoire  quand  m=L  — n\ 
mais,  dans  ce  cas, 

C                        tanc'"-'^         r 
(C)  I   taxi'^ xdx^:= — I  tang^'-^^rfj-. 

374. 

'dx 


|si„..xc„s.., 


sin'""'' J7cos"'^'x       m —  -     .     . 

sm""  V  vo^'^xdx. 


m  -^  n  m 
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Cette  formule  sert  à  réduire  l'exposant  Je  sinx  lorsque 
fu  est  positif. 

375. 


(E) 


/C0S"xd7 


COS""'"'  X 


{m — i)sin"'~'x         m 
376.   Si  m  est  pair, 

m  —  i 


n — -2    r  cos"j: 
—  I    J  sin"""-^ 


dx. 


/cosj?  r 
sin™  xdx  = s 
m     l 


sm'"~'j:  + 


,^^  1       ^^___0(^^^.^_^_^_^^^(^_x)(„,_3)...3.i. 


;h) 


(/H  — 2)(m  — 4)' 

+  (^  —  0(^  —  3). -.3.1  ±  _^ç^ 
{m  —  i){m  —  ^).  .  .^.Oi  m 

et  si  ni  est  impair, 


{m  —  2  )  (  /«  —  4 )  •  •  •  4 •  2 


Il  .r 


Jsin- 


a:<f.r  =  — 


sm"'~'  X  -f- 


///  —  2 

{m  —  I )  (  w  —  3  ) ...  2 
[m  —  "2  )  ( /«  —  4  )  •  •  •  I 


sin'"~^r  -+-... 


H-G. 
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DES    INTÉGRALES    DÉFINIES. 

377.  Défimitiows  et  notations.  —  Lorsque  ^{x)  est. 
une  fonction  de  x,  dont  la  différentielle  est  J'[x)d.c, 
ro  (x)  -+-  C  est  nommée  V intégrale  indéfinie  de  la  différen- 
tielle f[x)dx.  Ordinairement  on  fixe  la  valeur  de  la 
constante  indéterminée  C  d'après  la  condition  que  l'inté- 
grale devienne  nulle  pour  une  valeur  particulière  «,  at- 
tribuée à  .r.  Dans  celte  hypothèse.  C=  — cp  {a)  et 


P 


f[x)dx  —  tp(^)—  (p(«). 
L'expression  cç  (&)  —  '\  (a),  représentée  par  la  notation 


5l2  TABLE    A>ALYT1VUE 

Jl    f[x)dx,  est  dite  intégrale  définie^  prise  entre  les 
a 

limiies  a  et  b^  ou  depuis  x  =  <2  jusqu'à  x  =  b. 

378.  Signification  géométrique  de  l'intégrale  dé- 
Fig.  73.  finie.  —  La  valeur  de  l'intégrale 


y 

M^ 

) 

c/^ 

/ 

0 

A 

P      I 

i 

X 

I     f  [x)  dx    est    la      surface 

CABD,  comprise  entre  la  courbe 
j  =f(^x),  l'axe  Ox  et  les  deux 
ordonnées  fixes  AC  et  BD. 


379.   Exemples  d'intégrales  définies. 

X"  d.Tc  =z ,  si  rt  +  1  est  positil, 


i 


X 


n  +  1 


X 


X  \  a 


^  ,  l.3.5...(3«  — ï)7r 

sin"'^ax=  ,—7, • 

2.4-0. .  .in       2 


380.  Intégrales  définies  considérées  comme  limites 

de   sommes.  —   L'intégrale    définie    /    f{x)  dx  est  la 

limite  de  la  somme  des  valeurs  infiniment  petites  de  la 
différeiitielle  f  (x)dx,  lorsque  x  vaiie,  par  degrés  insen- 
sibles, depuis  a  jusqu'à  b. 

381.  Remarques  sur  les  intégrales  définies. 


Ç  f[a:)dx  =  —  ff{x)dx. 
Jb  Ja 


382.  Si  c  est  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b, 
on  aura 

r  f{x)dx^  rf[x)dx-h  f  f[x)dx. 

Ja  Ja  Je 
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De  même 

Jfb  r>c  r>c  r>g  nh 

'    f{x)dx=     \      f[x)dx+     /      f{x)dx+     \      fix)d.T+     /      f{x)dx. 
a  Ja  Je  Je  Jg 

383.  Calcul  approché  d'une  intégrale  définie,  — 
Soit  ^  [x]  une  fonction  de  x  telle,  que  Ton  ait  ^  [x)  <Cf{x) 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b  : 

Jnb  nh 

/(.r)^^>  /      ■h{x)d.T.. 
a  J  a 

Si  X  (.x)  est  une  fonction  de  x  telle,  que  l'on  ait 
X  (•''^)  ^/^(•^)'  ^^  X  =  fi  à  X  =  /?,  on  aura 


/{x)dx<  x{x)dx. 

a  J  a 


384.  Exemple. 

o,5<C  /  <<  0,5236. 

Jo     VI — ■^^ 

385.  Nouvelle  démonstration  de  la  série  de  Taylor. 


Jo      VI  —  ^ 


TRENTE-DEUXIEME  LEÇON. 

SUITE  DES  intégrales  DÉFINIES.  —  INTÉGRATION  PAR  LES  SÉRIES. 
386.     Des     INTÉGRALES    DÉFINIES    DANS    LESQUELLES     LES 

r^  ■ 

LIMITES  DEVIENNENT  INFINIES.  L'iuU'grale     1      J  [x)dx^ 

J  a 

lorsque  Tune  des  limites,  b  par  exemple,  es!  infinie,  ^(a:) 
restant  finie  et   continue,   est  la  limite  de    |    f{x)  dx^ 

J  a 

quand  b  croit  indéfiniment.  Cette  valeur  peut  être  finie, 
infinie  ou  indéterminée. 

I .     ■)''  ('dilio'i.  33 
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387.  1- 

/^  00 

1       e~^  dx  =  i. 

2« 

1       e'  dx  =^  IX)  . 

oo 

r^    dx    _  TT 

%J 

«/o 

4" 

5« 

/^OO 

On  a 

• 

1     cosa:(fjr  =  sin  t 

1     cos:rr/a:  est 

indéterminée. 

388. 

/w  =  °if. 

CT  (x),  fonction  qui    reste  finie  pour  toutes  les  valeurs 
de  X. 

I      f{x)  dx  a  une  valeur  finie. 

a 

Si  w  <^  r , 

Xi 
/(.r)^.r>— ii_(é'-"~  it'-"). 

Or,  I  —  n  étant  positif,  le  second  membre  de  cette  inéga- 

f{x)dx,   et 

par  suite  /   f[x)dx^  est  infinie  pour  b  =  io  . 
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Ou  si  II  -—  i , 


i 


f{^x)dx  =:  CO 


La  même  remarque  s'applique  à  l'intégrale 


t' G 


f[x)d.T. 


389.  Intégrales  dans  lesquelles  la  fonction  sous 

LE  SIGNE    I   DEVIENT    INFINIE    ENTRE    LES    LIMITES    DE    l'iN- 
TÉGRATION    OU    A    CES    LIMITES.    DauS    Ic    CaS     OÙ    /(x) 

devient  inlinie  pour  x  =  ^,  |    f[x)dx  est  la  limite  de 

J  a 

l'intégrale   |        f{^)  ^-^5  lorsque  e  clécroit  jusqu'à  o. 

t.-  a 

f[x)  dx  est  la  limite  de  /      f[x)  dx, 

quand  £  décroît  jusqu'à  o. 

S\f[c)  est  infinie  ou  discontinue,  c  étant  une  quan- 
tité comprise  entre  a  et  /?,  on  pose 

I      f{x)dx=.\\mi  /(.r)r/.r  +  lim   j       f{.r)dx,' 

quand  s  et  r,  décroissent  jusqu'à  o. 

390.  Supposons  f{b)  =  00  :  soii 

n{x) 


ftx]  = 


[b  —  x)" 


n  étant  un  nombre  positif  et  7:  (:i;)  une  fonction  qui  ne 
devient  pas  infinie  lorsqu'on  fait  xSh. 

Si  n  est  <^i,   /     J[x)dx  a  une  valeur  linic. 

tJa 

33. 
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Si  l'on  a  n^  i  ou  n  =:  i,  l'inlégrale  proposée  est  in- 
finie. 

391.  Exemples. 

392.  Des  intégrales  indéterminées.  —  L'intégrale 

J  ^' 

a  el  b  étant  deux  quantités  positives  quelconques ,  est 
indéterminée. 

393.  Intégration  par  séries.  —  Si  l'on  peut  exprimer 
f{x)  par  une  série  convergente 

/(x)=  w,  H-«j4-  «3  +  •  •  ■  +"n  +  ^«  ; 
on  aura 

'     K|  dx  -\-  I     Uidx  -h   j     r/id.T  -t-  .  .  .  -\-  j     u„  dx  -\~ .  . . , 

a  tJ  II  t'a  tJa 

série  convergente  qui  a  pour  somme    /     f  [oc]  dx^  et 

Jnx  n  X  /-*  X 

f[x)  d.r  =   j       II,  dx  H-   /       u.dx^.  .  .  . 

394.  Celle  formule  est  encore  vraie  pour  x  =■  b , 
même  si  la  série  m,  +  */,  -f-  /^s  + . . . ,  convergente  quand  x 
est  moindre  que  Z> ,  devient  divergente  pour  x=b, 
pourvu  que  la  dernière  série  soit  encore  convergente. 

395.  En  général,  si  la  formule  de  Maclaurin  donne 

\iO\\v  f[x)  une  série  convergente, 

f{.r.)=f{o)-\-xf'{o)-^~f"{o)+-^f"'{o)^..., 

on  aura 

(/(x)  dx  =  C  +  .r/(oi  +  ^-/'  (o)  -{--f—f"  {o)  +  .... 

J  1.2^  12.3 

390.   Exemples. 
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TRENTE-TROISIEME  LEÇON. 

QUADRATURE  DES  AIRES  PLANES. 

397.  Formules  générales.  —  Soit  CMD  la  courbe 

j,-j    _g  dont  l'équalion  en  coordonnées 

rectangulaires  est^=:J^'(x),  on  a 


aireABCD  = 


i 


/ 


dx. 


des  axes, 


Si  les  axes  étaient  obliques, 
on  aurait,  en  appelant  B  l'angle 


aireABCD  = 


ch:. 


=  sin9  r    f{x) 

398.  L'intégrale  délinie    |    f{x)  dx  représente  la  dil- 

férence  entre  la  somme  des  segments  situés  au-dessus  de 
l'axe  des  x  et  la  somme  des  segments  situés  au-dessous. 

399.  Surface  comprise  entre  les  deux  ordonnées  CA, 

Fis- 80.  MP,    l'arc   CM    et    l'arc    CM' 

^- —        d'une  courbe  ayant  pour  équa- 
tion 

aire  CC  M' M  =  T     (/  —  >  ')dx. 

400.  Exemples.  —  Parabole  quelconque 

Fig.  81. 

^^  y'=px~- 

y  ^  ^ 

'     ^  rn  et  n  étant  positifs. 

Ce  résultat  peut  s'écrire 


y 

^[^-^ 

--r' 

C/, 

^ 

K— 

—  D' 

yc' 

0 

A 

p 

(î           .' 

aireOMP= »  > 

m  +  n 
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La  parabole  parlage  le  rectangle  OPMQ  dans  le  rapport 
constant  de  n'.m. 

401 .  Réciproquement,  il  n'y  a  que  les  paraboles  qui 
jouissent  de  cette  propriété. 

402.  Courbe  du  genre  hyperbole  donnée  par  l'équation 

V\?,.  82. 

///  et  n  étant  deux  nombi'es  en- 
tiers positifs. 


a  —  ACMP,      OA  =  rt , 

/    n  —  m  n  —  m 


0  H    A     V 


n  \  n 

p     \x  —  a 


La  surface  ACGH  tend  vers  une  limite  finie,  à  mesure 
que  le  point  G  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  l'asymp- 
tote Oj.  Cette  limite  est  dans  la  rapport  constant  de  n 
an  —  m  avec  le  rectangle  OPMQ  =  xy. 

403.  Réciproquement,  il  n'y  a  que  les  courbes  com- 
prises dans  l'équation  x"'y":=p  qui  jouissent  de  cette 
propriété. 


404.    Cercle 

Fig.   83. 


r'  +  -^''  =  ''''; 

Considérons  un  segment  quel- 
conque COPM  =  H  : 


jc  \a-  —  a:- 


-\ arc  sm  -• 

2  a 


A    X  On  déduit  de  là 

sectciu  OCIM  =  -  arc  CM. 
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405.  Ellipse  ■ 

Fig.   8/,. 


a^y 


'■^b-x''  =  a^-bK 


Soit  II  le  segment  OPMB,  li- 
mité à  l'axe  des  j  et  à  une  or- 
donnée quelconque  MP. 

Décrivons  sur  l'axe  2  a  comme 
diamètre  une  demi -circonfé- 
rence. 

Le  segment  elliptique  et  le 
segment  circulaire,  qui  correspondent  à  la  même  ab- 
scisse^ sont  entre  eux  dans  le  rapport  constant  deh  à  a. 
La  surface  de  l'ellipse  est  moyenne  proportionnelle 
entre  les  surfaces  des  deux  cercles  qui  ont  pour  dia- 
mètres respectifs  les  axes  de  V ellipse 

4i)6. 

OBM        b 


OCJN 


407.   Hyperbole  : 

Fig.  85. 


y=~  sl^' 


AMP 

bx  \Jx''  — IS- 

ia 

ab     1 

.r.  H-  \Jx'  —  à^ 

2       \ 

« 

408,  Comme  dernière  application,  considérons  \diCy- 
cloïde  AMD  engendrée  par  le  mouvement  du  cercle  ANB 
roulant  sur  la  droite  BD.  Prenons  pour  origine  des  coor- 
données le  sommet  A,  et  pour 
axes  la  normale  et  la  tangente  à 
la  courbe  en  ce  point.  L'éqUa- 
tion  différentielle  de  la  cycloïde 
est  alors 


Fig.  86. 


dx 


lia 
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On  aura  doue 

r       r 

aire  AMP  :=    I     jdx^^   I      dysjiay — j\    ■ 

Menons  MQ  perpendicvilaire  à  AB,  et  soit  AQN  le  seg- 
ment déterminé  par  MQ  dans  le  cercle  ANB.  En  obser- 
vant que  QN  =  \iaj — j^,  nous  avons 


segin.  AQN  =  |      dy  sl'xay — y"^, 

AMP=:segm.  ANQ. 

L' aire  comprise  entre  la  cycloïde  et  sa  base  est  égale 
à  trois  fois  Vaire  du  cercle  générateur. 

409.  Quadrature  des  courbes  rapportées  a  des  coor- 
DOTvwÉES  POLAIRES.  —  Si  M  dé- 
signe l'aire   du  secteur  COM, 


on  aura 


U  =z  —      I    / 


<de, 


cette  intégrale  avant  pour  limites  les  valeurs  de  9  qui  cor- 
respondent aux  points  C  et  M. 

410.  Spirale  logarithmique  ■ 

Fig.  88. 


Posons  OC  =  /■',  on  aura 


11= -f^  (r'  —  r"). 
414     La  quadrature  des  aires  curvilignes  est  quelque- 
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fois  rendue  plus  facile  par  l'emploi  des  coordonnées  po- 
laires. 

Exemple,  la  courbe  qui  a  pour 
équation 

x^  -f- J"^  —  (t^X  =  o, 

courbe  connue  sous  le  nom  de 
folium  de  Descaries. 


Fig.  89. 

y 


'A_^M 
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rectification    des    courbes    planes. 

412.  Formule  générale. 


/"V 


»  -f- 


dx-" 


413.  Rectification  de  la  parabole.  —  Parabole  : 

y-  =  ipx, 

_  jy/r'  -}-/?-       p  j  /.r  +  sjy'^^p' 
"^         ^P  '^      \  P 

414.  Rectification  de  l'ellipse.  —  Arc  à' ellipse  BM 
[Jîg.  84,  p-  ^19),  compté  à  partir  du  sommet  B  du  pelit 
axe  : 


aï      dru 


y/ 1  —  e^  sm^ 


415. 


/      i     r     .         1 1     r ,    .     ^ 

(p e''  I  r/çsm-tp y  e*  I  dfsm't^ 

'  ■  '  .  e"  1  dw  sin^tp  —  ... 
.4.5     J       ' 


I.I.3 


416  à  418.   Quart  de  l'ellipse  : 

7T«r      /i  \^     I  /1.3 


I     /1.3.5         \'  1/1.3.5.7        ,\- 


5  \  2 . 4  6     /         7  \  2 . 4 .  <T .  y 
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419.   Rectification  de  l'hypeubole.  — Hyperbole 


I     I  cos^ 


s  =  «étang  <p 


1  «  ^    i 

2  e  ^         e  Jo 


1  4   ^' 

1 .  1 .  3  cos*ç 


e/cp 


+  .  . 


2.4.6         6'' 

Il  reste  à  intégrer  des  expressions  de  la  forme  cos'"©c?ip, 
m  pair,  en  faisant  [formule  (F)  du  n°  375]  x  = ç. 

420.  Rectification  de  la  cycloïde.  —  On  retrouve 
les  résultats  du  n°  254. 


TRENTE-CINQUIÈME  LEÇON. 

CUBATURE    DES    SOLIDES. 

421.   Cubatlre  des  solides  de  révolution.  —  Soit  \ 
Fjg  CM-  le  volume  engendré  par  la 

révolution  de  l'aire  plane 
CAMP  tournant  autour  de 
Taxe  Ox  : 


y 

h 
M 

y 

c 

( 

0 

A 

1 

i 

;r 

1=  71-   1  y^dx. 


422.   Volume  engendré  par  l'aire  CMM'C,  en  dési- 
Fig.  92-  gnant   MP  par   )    et  M' P 


par  y 


V  =  7r    C(y^-j")dx. 


423.     Cl'BATVRE     DE     l'ellipsoïde     DE    BÉVOLUTION.     
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Soit  V  le  volume  engendré  par  la  révolution  d'une  por- 
f"'il-  u'^-  tion    AMP    d'ellipse    tournant 

autour  du  grand  axe  : 


M 


Tzb' 


Volume  de  l'ellipsoïde  entier  : 

Volume  engendré  par  la  demi-ellipse  tournant  aulour 
du  petit  axe  : 

424.  VoLtME  ENGENDRÉ  PAR   LA  RÉVOLUTION  DUNE 

CYCLOÏDE. — Solide  engendi'épar  le  segment  AMP  (Jig-  86, 
p.  5 19),  tournant  autour  de  Ax. 

V=7r«segm  AQN~  ■^{^<^r  —  J')'- 

425.  Volumes  qui  peuvent  s'obtenir  par  une  seule 
INTÉGRATION.  —  On  peut,  par  Une  seule  intégration,  ob- 
tenir le  volume  d'un  corps  lorsque  l'aire  de  la  section 
faite  dans  ce  corps  par  un  plan  parallèle  au  plan  jO  z  est 
fonction  de  la  distance  de  ces  deux  plans. 

Axes  rectangulaires  :  soit  11  la  section  faite  dans  le 
corps  par  un  plan  P  parallèle  au  plan  j'Os. 

Le  volume  compris  entre  deux  plans  parallèles  kjOz 
menés  à  des  distances  a  et  b  s'obtiendra  par  la  formule 


b 
dx. 


426.   Axes  obliques  •  X  étant  l'angle  (|ue  font  les  |)lans 
tie  section  avec  l'axe  O.r, 

V  =r  sinX  I  Hclx. 
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427.  Cône  à  base  quelconque. 

428.  Ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes  principaux 


Tvbc 
V=  — -  1  a'x  —  — 


Volume  entier  de  Fellipsoïde  : 


:abc 


429.   Ellipsoïde  rapporté  à  trois  diamètres  conjugués 
obliques  : 

x'-  >■-  z^ 

a^        b'        c- 

TT^'c' siaô  sinX 


Ellipsoïde  entier  : 

4 

-  -K  a'  b'  c'  sin  9  sin^. 

430.  Tous  les  parallélipipèdes  construits  sur  les  dia- 
mètres conjugués  d'un  ellipsoïde  sont  équivalents  au  pa- 
rallélipipède  rectangle  construit  sur  les  axes. 

431.  Volumes    terminés    par   diverses    surfaces.    — 
^'S-  98-  Une     surface     quelconque 

CDEF 

deux  plans  parallèles  à  jO^, 
^     menés  aux  distances  OA=a, 
OB  =  b  ;     deux     cylindres 
droits 

une  seconde  surface  C'D'E'F' 

F,  [.T,  y,z)  —  0. 
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Volume  CDEFC'D'E' F: 

ib         né  (x) 
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z,)dy. 


432.   Lorsque  les  deux  surfaces  cylindriques  se  rédui- 
sent à  des  plans  parallèles  à  z  Oj', 


433. 


(^ 

^{x) 


z,  )  dr 


f      da:    j 

a  «/o  (x) 


zdj, 


volume  compris  entre  une  surface  quelconque,  le  plan  jry^ 
deux  cylindres  parallèles  à  l'axe  des  z  et  deux  plans  paral- 
lèles au  plan  z  Oy. 

434.  Volume  d'un  corps  quelconque  terminé  de  tous 
côtés  par  une  surface  dont  l'équation  F  {x, y.  z)  =  o  est 
connue. 

Imaginons  un  cylindre  circonscrit  à  la  surface,  parallè- 


Fifr-  99- 


lement  à  l'axe  des  z; 

■li  [x,  y)  =  G 


représente  la  trace  du  cylindre 
sur  le  plan  xy,  courbe  fermée; 
en  la  coupant  par  un  plan  paral- 
lèle hyOz,  ou  aura  deux  ordon- 
nées y  =  '^{x)  et  yi  =  ipi  [x). 
S\  z  =  MP,  z-i  =  M'P  sont  les  deux  valeurs  de  z  tirées 
de  l'équation  de  la  surface,  on  aura  pour  le  volume  du 

corps 

Jfb  /.r, 

dx  j       {z~z,)dy. 

a  Jy 
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INTÉGRALES    MULTIPLES.    —   AIRE    DES    SURFACES    COURBES. 

435.  Des  intégrales  doubles.  —  Toute  expression  où 
il  entre  deux  intégrales  relatives  à  des  variables  diffé- 
rentes est  une  intégrale  double. 

Une  intégrale  double  est  définie  lorsqu'on  assigne  les 
limites  des  deux  intégrations.  Elle  est  indéfinie  dans  le 
cas  contraire,  et  on  la  représente   alors  simplement  par 

z  dxdy. 


ff 


I     dx    I         zdy  est 

la  limite  de  la  somme  de  tous  les  produits  de  la  forme 
z^x^j  entre  les  limites  des  deux  intégrations. 

■438.   Intégrales  triples.  —  Soit  U=:_/{x,  j',  z)  une 
tbnction  de  trois  variables  indépendantes  x,j,  z. 


I      dx    i  dy    j  U 


dz. 


Cette  expression  se  nomme  intégi'ale  triple^  on  ]a  repré- 
sente aussi  par 

j    j    jVdxdydz. 
On  a 

dx  I  ay  /  \}dz  =  li'"222  ^^  ^■'^y^')- 

439.  Théorème  sur  l'ordre  des  intégrations. 

[z  —  Z|  j  dx , 


dx  {z-z,)dy=   I        dj     { 

Ja  J  a  J  a'  Ja 


440.  De  l  aire  des  surfaces  courbes.  —  On  appelle 
aire  d'une  surface  courbe,  terminée  à  un  contour  quel- 
conque, la  limite  vers  laquelle  tend  l'aire  d'une  surface 
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polyédrique  composée  de  faces  planes,  qui,  eu  diminuant 
toutes  indéûniment,  tendeut  à  devenir  tangentes  à  la  sur- 
face considérée. 

La  surface  polyédrique  a  une  limite. 

441.   A  aire  de  la  surface,  p  et  q  dérivées  partielles 

— ^  et  ^-  tirées  de  l'équation  de  la  surface, 

dx       dy  ^ 


-w 


I  4-/j'  -f-  q'dxdjr. 


442.   Aire  des  surfaces  de  révolution. 


En  désignant  par  s  un  arc  compté  à  partir  d'un  point 
fixe,  on  a 


A  =  27r 


fds. 


443.  Sdrface  de  la  zoae.  —  Zone  engendrée  par  la 

Fig.  io3.  révolution  de  l'arc  de  cercle  CD 

1,1  tournant    autour    du    diamètre 


OL. 


OA  =  « , 


(•I  A     B      L         j: 


A  =  2  7rR(é  —  rt)=27rRXAB. 

444.    Surface    de    l'ellipsoïde   de   révolution.    — 
Fig.  io/(.  Surface  engendrée  par  la  révolution  de 

l'arc  BM, 


,                    Tvbe  (           a^          ,       u-  .    e.v\ 

\ A  = l  J-"  \  / ^  -\ aie  sm  — 


445. 


iTz  ba 
7.17  b'  H .  arc  sin  e, 


surface  totale  de  rellipsoïde. 
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446.   a<^h  et  y/i>^ —  a^  =  he  : 


-+-C, 


surface  tolale  de  l'ellipsoïde 


27T<72 ,  (  be-if  sja^  -h  b^e'\{ 


9.7:  b  s/fi^  -+-  b'c'  H 1 


447.   Si  l'on  suppose  e  =  o,  on  retrouve  4^<^^  pour  la 
surface  de  la  sphère. 


(*)  0»  bififi  2  7r/<M- 2  7raM  I  -  (e-t-i) 


ERRATA. 

Page  9,  avant -dernière  ligne,   au  lieu  de  coordonnées,  list-z 

on!  on  nées. 

Page  10,  ligne  i3,  au  lieu  de  RI,  lisez  KM. 

^      .  1        • .  ,    du        du  dy 

Paae  20,  ligne  dernière,  au  lieu  ne  ~-  z=  — — r-» 
^  ^  dy        dy  dx 

du       du   dy 
lisez  -—  =  -—.  —  • 
dx        dy    dx 

Page  io5 ,  ligne  19,  ««  lieu  de  0  {i  —  a),  lisez  9  {x  —  a). 

m  X 

Paire  120,  ligne  10,  au  lieu  de  a  =1—  5  lisez  a  =  — 

Page  12'j,  ligne  9,  au  lieu  de  2",  lisez  2"". 

I  rfduX   ,        /du\     l(') 

Page  1 54 ,  ligne  1 1 ,  placer  —  devant  |  I  —  j  ^//  +  \7y)o  ]     ' 

Page  i54,  ligne  i4,    formule  (3),  même  correction. 

Page  i63,  ligne  17,  «m  //e«  f/e    (c  —  :r),    //^cz  (c — xf. 

5 
Page  296,  ligne  i4,  <?«  ^'^«  ^^^  —5   ^'-^^z  -• 
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